Unidad VI. Perturbaciones seculares y
resonantes

En las unidades precedentes hemos visto que la funcién perturbadora puede desarrollarse
en una serie infinita donde los términos individuales pueden clasificarse como seculares, re-
sonantes o de corto periodo dependiendo del problema a resolver. Si bien se demostré que el
problema de los n cuerpos no tiene solucién analitica, en esta unidad veremos cémo obtener
este tipo de soluciones en situaciones particulares que pueden ser aplicadas al estudio del

movimiento de los cuerpos del Sistema Solar.

1. Perturbaciones seculares para dos cuerpos masivos:

Consideremos el movimiento de dos cuerpos con masas m; y ms que se mueven bajo
su atraccion gravitatoria mutua y de un objeto central de masa mg, donde mg > m; y
mgy > mo. Las funciones perturbadoras que describen las perturbaciones sobre las dérbitas
de estos objetos, que se designan R; y Ro, son funciones de los elementos osculadores de
ambos objetos, mientras que las perturbaciones en los elementos orbitales vienen dadas por
las ecuaciones planetarias de Lagrange [ecuaciones (V-10)].

Si no existe ninguna conmensurabilidad entre los movimientos medios de las dos masas, las
funciones perturbadoras estaran dominadas por los términos seculares y en el movimiento de
estos objetos aparecerd una PERTURBACION SECULAR. Si limitamos el desarrollo de la funcién
perturbadora a segundo orden en excentricidades e inclinaciones [ecuaciones (V-23), (V-24) y

(V-25)], la componente secular de la parte directa de la funcién perturbadora promediada es:

1 1
< RD > — g(e% + 6%)[20412D + Oé%QD2] b(%o) — 5(8% + 83)0[12 b(%l)+

1
2

1 ,
+Z6162[2 — 20150 — a2, D bV x cos[@y — Qo]+ (VI-1)

451820019 b(;) cos[ — Qo]
2

donde los indices 1 y 2 se refieren a los objetos mas interno y maés externo, respectivamente,
a1s = ay/ incluye el término 5% ib 1 b
12 = a1/az para a; < ay, y no se incluye el término 507’ porque no contribuye a la perturba-
2
cién. La parte indirecta de la funciéon perturbadora no contribuye con ningin término dado

que en todos ellos interviene al menos una longitud media. Entonces, utilizando las ecuaciones
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(V-11) y recordando que R; se produce por una perturbador externo mientras que Ro se debe

a un perturbador interno, podemos escribir:

G G
<Ri> = 2 < Rp >%°= m2a12 < Rp >°,
a9 aq
(VI-2)
G G
Ry > = G, < Rp > 2 o ssee
aq a9
Si utilizamos las relaciones:
2aD b +a2D2p0 = b)),
2 2 2
26 — 20D b + 2D = —a b,
2 2 2 2

donde D = d/da, y las aproximaciones Gmg = n3a? ~ n3a3, podemos escribir las ecuaciones

(VI-2) como:

mo 1 1 1
R gt € - gty it~
— 9 b(;) e16g cos(Wy — o)+
2
+10612 b(él) ilig COS(Ql — Qg):| R
2
(VI-3)
mq 1 1 1
<Ry> = ngagmo ey |:8C¥12 b( )62 — §a12 b3 22

— =9 173 e1es cos(Wy — o)+
+Za12 b Q119 cos(€ — }
donde hemos asumido como valido que sy = sin(i1/2) ~ i1/2 y sy = sin(iy/2) ~ iy/2. Las

ecuaciones (VI-3) pueden escribirse como:

1
<R;> = nja? {2Ajje§ + Ajreres cos(wy — @)+
(VI-4)
1
+QB“ i+ Bjgivig cos($ — Q) |,
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donde j =1,2, k=21, k#j,y:

Ajj = +nj1 morj—kmj Q120012 b(%l)(alz),

Ajp = —nj1 T Q120012 bg)(am);
4 mo + m; 2

Bj; = —nji &amau b(%l)(&m),

Bjk = +nj7 nmalzalz b(%l)(am)a

donde @y = aj2 si j = 1 (perturbador externo), y @jp = 1 si j = 2 (perturbador interno).
Todas estas cantidades son frecuencias que pueden considerarse como los elementos de dos

matrices A y B:
A Ap
Agp A

Los elementos de estas matrices son solo funciones de las masas y los semiejes mayores de

Bll BlZ
B21 BQQ

ambos cuerpos, y hay que notar que las lineas o columnas de la matriz B no son linealmente
independientes (Bll = _312 y B21 = —ng).
Si ahora tomamos el menor orden posible en excentricidad e inclinacion en las ecuaciones

(V-10) obtenemos:

de; 1 O0<R;> 7

at _njagej ow;

d@, 1 0<R;>

= 4 :

dt njaje; e,

(VL-5)

de; 1 O<R;>

dt _nja?ij o,

dsy; 1 O0<R,;>

At njai;  0i; |

Dada la forma de las ecuaciones (VI-5) es conveniente definir las componentes verticales y

horizontales de los vectores de excentricidad e inclinacién como:

hj = e;jsinw, k; = ejcoswj,

(VI-6)

pj = 1%;sin{};, q; = 1jcos€);.
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Estas variables tienen la ventaja de evitar las singularidades que aparecen en las ecuaciones
(VI-5) para valores pequenos de la excentricidad y la inclinacién. Utilizando estas nuevas

variables, podemos escribir la ecuacién (VI-4) de la forma:

1
< Rj > = njaQ *Ajj(h? + k?) -+ Ajk(hjhk —+ ]{fjkk)+

712
(VI-7)
1
+§Bj (P? + %2) + Bjr(pipr + 4jq) | -
Como h;, kj, p;, y g; son funciones de dos variables, podemos escribir:

dh; _ Oh;de;  Oh;dw;

dt Oe; dt ~ Ow; dt’

dk; _ Okjde; | Ok; dw;

dt (9ej dt 8&)] dt ’
(VI-8)

dp;  Op;jdi; | Op; A
dt di; dt 09, dt’
dg; _ 9q;diy; | 9g; A

dt oi; At 0Q; dt

donde las derivadas parciales son:

oh by Ok ko oh ok
8€j ej 86]' €j 8&)j &uj
p; _ pj dqj _ g Ip; 9q;
#:47 7J:7J7 7J:+qj7 #:_pj'
Zj ’lj 8zj Zj (9Q] aQJ
Operando con estas cantidades, se obtiene finalmente que las ecuaciones (VI-5) pueden escri-
birse como:
dhj 1 0< Rj >
= +— ,
dt njaj (9]@
dk; 1 <R, >
dt B TL]‘CL? 8h] ’
(VI-9)
dp; 1 0<R;>
dt njai  0q;
% _ 1 0< Rj >
dt  nja?  Op;




Reemplazando la ecuacién (VI-7) en las anteriores obtenemos que:

dd};l = +Anki + Apks, (Z]? = —Anhi — Awhy,
ddf;? = + Ak + Axks, ddl? = — Al — Agshs,
(iil = +Buq + Biage, (thl = —Bupi — Bups,
Cif; = +Baqi + Baago, Ciiq; = —DBap1 — Baps.

Este conjunto de ecuaciones diferenciales indican que, en el orden méas bajo, las expresiones
para {h;, k;} estan desacopladas de las correspondientes expresiones para {p;,q;}. Ademas,
son ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes por lo cual el problema de las pertur-

baciones seculares se reduce a encontrar dos conjuntos de autovalores. Las soluciones vienen

dadas por:
2 2
Z ey sin(git + 31), Z ejicos(git + 1),
(VI-10)
2 2
p; = igsin(fit + ), g = igcos(fit + ),
=1 =1

donde las frecuencias ¢; (I = 1,2) son los autovalores de la matriz A y e;; son los componentes
de los autovectores correspondientes, mientras que f; (I = 1,2) son los autovalores de la
matriz B e 75 son los componentes de los autovectores correspondientes. Las fases, 8; y v, ¥
las amplitudes de los autovectores se determinan por las condiciones iniciales (en general, las
excentricidades e inclinaciones osculadoras en un cierto instante). La soluciéon dada por las
ecuaciones (VI-10) se denomina SOLUCION SECULAR CLASICA DE LAPLACE - LAGRANGE
para el problema secular.

Las soluciones dadas por las ecuaciones (VI-10) implican que el movimiento resultante para
cualquier masa es estable para cualquier instante, pero hay que recordar que para obtener este
resultado se han realizado una serie de aproximaciones importantes por lo cual son correctas
solo en primer orden y es de esperar que existan contribuciones significativas al considerar

ordenes superiores.
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2. Elementos libres y forzados:

Al obtener una solucién estable al problema secular del movimiento de dos cuerpos masivos
es posible obtener las excentricidades, longitudes del perihelio, inclinaciones y longitudes del
nodo de cada uno de ellos para cualquier instante. Si utilizamos esta solucién para estudiar
el movimiento de un tercer cuerpo sin masa que se mueve bajo la influencia gravitatoria del
cuerpo central y es perturbado por los otros dos, de la ecuacién (VI-4) obtenemos que:

o[l 0 150
<R> =na §Ae +§Bz +
(VI-11)
2 2
+ Y Ajee;cos(@ — @) + > Bjiijcos(Q — Q)
j=1 j=1

donde los elementos sin sub-indice corresponden al cuerpo sin masa, y:

||Mw

1 m;
1 m* %bs (@),

RS b (0).

" O‘J Q;

—
—
~

1m;
Bj = —|—TL1 mii)ajaj bg

(o),

donde aj = ajfaya@; =1sia; <a,y o =ala; ya; =a/a;sia; > a. Si transformamos a

un nuevo conjunto de variables h, k, p y q para el cuerpo sin masa:

h= esinw, k= ecosw,

p= 1sinf), q= 1icosl,

y utilizamos las transformaciones dadas en las ecuaciones (VI-6) para los cuerpos con masa,
tenemos que:
1 1
<R > =nad {QAUL2 +K?) + §B(p2 + ¢*)+
(VI-12)
2
+> Aj(hhy +kkj) + > Bj(pp; + a4;) | -
j=1



y las ecuaciones de movimiento son:

%_ +L8<R>_
dt " na2 0k
%_ _i8<72>
dt  na®2 0Oh
@_ L8<R>
dt " na® 0q
@_ _L8<R>
dt  na®? Op

Si reemplazamos la ecuacién (VI-12) en las dltimas ecuaciones, podemos escribir que:

dh
dt

dp

dt

Reemplazando las ecuaciones (VI-10) en las ecuaciones (VI-13), obtenemos:

2 d]f 2
7:+Ak’+ZA]k], E:—Ah—ZA]h],
=1 =1
2 dq 2
+Bq+ ) Bjgj, 5= ~Br—2 B
=1 =1

dh 2 2
= AR A ejicos(git + Bi),

=1 =1

dk 2 2 .

o= —Ah =Y A; > ejsin(git + ),
=1 =1

dp 2 2

= +Bq+ > B; Y ijcos(fit +m),
=1 =1

dg 2 2

% = —Bp-— Z sz i sin(fit + ).
=1 =1
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Derivando una vez més las ecuaciones (VI-14), tenemos finalmente:

a
dt?

d?k

dt?

&p
ar?

&g
a2

donde:

2
= —Ah =3 i (A+ g)sin(gt + B),

=1

2
= —A’k—> i (A+ g)cos(at + B),

2
U =Y Ajey,
j=1

=1

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales desacopladas (VI-15) son:

h = €lib sin(At + 6) + ho(t),

p= ilib SiIl(Bt + '7) + po(t),

(VI-15)
2
—B*p = (B + fi)sin(fit + ),
=1
2
—B%q =Y ju (B + fi) cos(fit + ),
=1
2
M = Z Bjijl-
i=1
k = eyp cos(At + B) + ko(t),
(VI-16)

q= ilib COS(Bt + 'Y) + Q()(t),

donde ey, 13, 8y ¥ son constantes que se determinan a partir de las condiciones de contorno,

y:

2
Z A¢l

=1

sin(git + ),
gi

!
cos(git + By
=1 A g1 )

(VI-17)

2
Z —f sin(fit + ),
1

2
Z B fz cos( fit + ).

Las funciones hg, ko, po, ¥ qo dependen de los semiejes mayores del cuerpo sin masa y de la

solucion al problema secular de los dos cuerpos perturbadores, por lo tanto también variaran

en el tiempo.

108



esinw

e €lib

w
\ € CoS W

Figura 19:

Si definimos las cantidades:

€for = \/h%+k8> Z.for: \/p%_'_qgu

las soluciones presentadas en las ecuaciones (VI-16) tienen una interpretacién geométrica
simple. En el caso de la solucién h — k, los valores de k y h para el cuerpo sin masa definen
un punto en el plano k — h. El vector desde el origen hasta este punto tiene un largo e y
forma unangulo @ con el eje k. En funcién de los resultados encontrados, este vector puede
ser interpretado como la suma de dos vectores: el primero va desde el origen hasta el punto
(ko, ho), tiene un largo ey, y forma un angulo &y, con el eje k. El segundo, va desde el
punto (ko, hg) hasta el punto (k,h), tiene un largo e;;, y forma un dngulo @y, = At +
con el eje k. Esto implica que el movimiento del cuerpo sin masa puede ser visto como un
movimiento en un circulo de centro (kg, ho) a una tasa constante A mientras que este punto
se mueve de forma mas complicada determinada por la solucion secular de los dos cuerpos
perturbadores (Figura 19). Las cantidades ef,, ¥ @y, se obtienen de hy y ko y se denominan
EXCENTRICIDAD FORZADA y LONGITUD DEL PERIHELIO FORZADA del cuerpo sin masa, y
sus valores se determinan solo por el semieje mayor del cuerpo sin masa y la solucion secular
para los dos perturbadores. En contraste, e, v @y, se denominan EXCENTRICIDAD LIBRE

y LONGITUD DEL PERIHELIO LIBRE del cuerpo sin masa, y son cantidades que se obtienen
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de las condiciones de contorno y designan pardmetros orbitales fundamentales del cuerpo sin
masa. Estas ultimas cantidades también se designan EXCENTRICIDAD PROPIA y LONGITUD
DEL PERIHELIO PROPIA del cuerpo sin masa.

En la Figura 20 vemos el caso de la solucién p — ¢, donde i ¢4, Qfor, %ip ¥ $2ip designan la
INCLINACION FORZADA, LONGITUD DEL NODO FORZADA, INCLINACION LIBRE y LONGITUD
DEL NODO LIBRE del cuerpo sin masa, respectivamente.

Como las expresiones para e, € is, dependen de las definiciones de ho, ko, po, ¥ qo,
pueden aparecer valores muy grandes de ey, € i, si alguna de las condiciones A — ¢, ~ 0 o
B — f; = 0 se cumplen. Dado que tanto ¢g; como f; son autofrecuencias de un sistema de dos
cuerpos interactuantes mientras que A y B son funciones del semieje mayor del cuerpo sin
masa, estas condiciones implican que existen ciertos semiejes mayores para los cuales aparecen

singularidades en las excentricidades e inclinaciones forzadas.

3. Familias de asteroides:

El analisis precedente indica que la excentricidad osculadora de un objeto pequeno, el
cual se considera sin masa, que se mueve bajo los efectos gravitatorios de los planetas puede
considerarse como la resultante de dos componentes: una excentricidad libre o propia que

representa la excentricidad inherente del objeto, y una excentricidad forzada que es el resul-
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tado del semieje mayor de su érbita y la posicion relativa de los perturbadores. Los mismos
argumentos son aplicables a la inclinaciéon. Entonces, la excentricidad e inclinacién libre o
propia da informacién de los elementos originales sin los efectos de perturbacién por otros
objetos a lo largo de los anos.

En 1918 Hirayama encontré que algunos asteroides se agrupaban en el espacio de elementos
propios agp, €ps L1y, Y Propuso el nombre de FAMILIAS para cada agrupamiento, sugiriendo
ademas que los objetos en cada familia debian tener un origen comun. En la Figura 21 se
muestra la distribucién de asteroides en el cinturén en los planos a;;, — eup v @iip — 4, donde
es posible identificar diferentes agrupamientos de objetos.

Tambien se encontrd en la seccion anterior que la variacion de los elementos orbitales
puede verse como un movimiento con un centro determinado por los valores forzados. En la
Figura 22 se muestran graficos de k —h y ¢ —p para los asteroides de la familia Koronis, donde
se utilizaron los elementos osculadores actuales. Se observa que los objetos se distribuyen en
ambos casos en un circulo centrado en el valor de la respectiva componente forzada. Esto
implica que los objetos de una misma familia tienen componentes forzadas comunes, mientras
que las componentes libres se ven distribuidas al azar en funcién de las longitudes del perihelio

y del nodo libres.

4. Resonancias seculares:

La teoria secular mas utilizada en la actualidad para el Sistema Solar se debe a Brouwer
& van Woerkom (1950), quienes analizaron el problema del movimiento secular de todos los

planetas. Esta teoria tiene 10 autofrecuencias y fases en lugar de las 8 esperadas, siendo las
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dos frecuencias extra debido a un planteo secular de orden superior.

En la seccién anterior se vio que en un sistema donde existe un cierto numero de per-
turbadores se dificulta el calculo de elementos forzados para cuerpos sin masa en el caso de
semiejes mayores donde A o B son iguales a alguna de las autofrecuencias del sistema. Enton-
ces, diremos que aparece una RESONANCIA SECULAR cuando dos periodos o frecuencias son
conmensurables. En el caso que estamos mencionando, A = day;,/dt y B = d€2;;,/dt son fre-
cuencias del cuerpo sin masa y aparecera una resonancia secular cuando sean conmensurables
con alguna de las frecuencias del sistema.

Si bien un desarrollo completo de la teoria secular implica desarrollos de orden superior al
que estamos estudiando, podemos decir que éste estudio basico permite identificar los lugares
donde aparecen este tipo de resonancias. Si designamos a las resonancias seculares como v,
donde j indica la autofrecuencia del sistema considerada (vy = A — g1, -+, V10 = A — g1o,
vin = B—fi, -+, 118 = B— f3), es posible distinguir las RESONANCIAS SECULARES LINEALES
vs =A—g5,v6 = A—gg y g = B— fs, de las RESONANCIAS SECULARES NO LINEALES que se
obtienen de las ecuaciones de movimiento considerando potencias superiores en excentricidad

e inclinacién, como A +b — g5 — fs, A+ B — fo — g6, A — 296 + g5, etc.. En la Figura 23
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se muestra la posicién de los asteroides mas brillantes en un gréafico de semieje mayor propio
versus inclinaciéon propia, donde también se indican las resonancias seculares lineales v, vg y
116 calculadas para ey, = 0,1.

Otra forma de resonancia secular aparece para objetos sin masa en orbitas muy inclina-
das pero donde no intervienen las autofrecuencias del sistema. Una RESONANCIA DE KOzAl
aparece cuando dw/dt = 0. Como @ = w + €, la condicién resonante se reduce a A = B.
Como para oOrbitas de baja excentricidad e inclinacion A y B son de magnitud igual y signo
contrario, este tipo de resonancia solo ocurre para inclinaciones grandes. Kozai demostrd que
un objeto sin masa perturbado por Jupiter y que se mueve en una érbita circular no sufriria
perturbacion secular en su semieje mayor pero su excentricidad e inclinacion sufririan cambios
de tal modo que la cantidad Hx = v/1 — €2 cosi siempre permaneciera constante, lo que im-
plica que la excentricidad e inclinacion estan acopladas siendo e méximo cuando ¢ es minimo
y viceversa. Ademads, si la inclinacién es baja la anomalia media libra alrededor de los puntos
estables w = 0° y w = 180°, pero para inclinaciones mayores a ~ 30° los puntos estables

cambian a w = 90° y w = 270°.

5. Perturbaciones resonantes y su geometria:

Vimos en la Unidad 5 que los términos resonantes en la funcién perturbadora generaban
efectos importantes en el movimiento de un objeto sujeto a perturbaciones cuando aparecen
pequenos divisores debido a la conmensurabilidad entre los periodos orbitales del objeto y
del perturbador. Hasta ahora vimos que cuando el cociente entre los movimientos medios se
aproxima al valor exacto que produce la resonancia los elementos orbitales pueden variar con
grandes amplitudes. Veamos ahora cual es la geometria de este tipo de resonancia.

Consideremos para simplificar que Jupiter se mueve en una érbita circular y que perturba
a un asteroide, que se asume sin masa, el cual se encuentra en resonancia 2 : 1 con Jupiter.
Vamos a ignorar cualquier efecto fisico de la perturbacién para estudiar sélo la geometria
que lleva a encuentros repetidos. Si consideramos un instante t = 0 para el cual Jupiter y el
asteroide se encuentran en conjuncién con el asteroide en su perihelio (Figura 24, posiciones
1y A), como el objeto esta en resonancia 2 : 1 efectuard dos vueltas alrededor de su 6rbita
cuando Jupiter complete una. Sin considerar perturbaciones, cuando Jupiter llege al punto 2
el asteroide estard en el afelio de su 6rbita (punto B), y las sucesivas configuraciones (3 — A,
4 — B) llevan a que Jupiter estard lejos del asteroide cuando llegue al afelio de su érbita,
que corresponde al punto de minima separacion entre ambos. Entonces, si bien pareceria que

existe la posibilidad de acercamientos entre ambos produciendo grandes perturbaciones, las
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Figura 24:

configuraciones peligrosas se evitan por el mecanismo de resonancia. Este es un ejemplo de
una CONFIGURACION DE EQUILIBRIO ESTABLE entre el asteroide y Jupiter.

Si en lugar de esta configuracién estable consideramos que el movimiento se inicia con
Jupiter en el punto 3 y el asteroide en el punto B, una vez tras otra los objetos se encontraran
en esta conjuncién con el asteroide en el afelio de su 6rbita en su separaciéon minima. Este es
un ejemplo de una CONFIGURACION DE EQUILIBRIO INESTABLE entre el asteroide y Jupiter.

Si examinamos la geometria de la resonancia para un caso mas general, por ejemplo dos

satélites moviéndose alrededor del plantea en érbitas coplanares, podemos asumir que:

/
L (VI-18)
no ptyq

donde n’ y n son los movimientos medios del satélite externo e interno, respectivamente, y p y
q son enteros. Si dos satélites estan en conjuncién para t = 0, la préxima conjuncion sucedera
cuando:

nt —n't = 2,

y el periodo entre conjunciones sucesivas es:

2

Peon = —_
n—n
Como de la ecuacién (VI-18) se obtiene que n/(p + ¢) = np, tenemos que:

2
p,, =P _Pp _Ptip
q

gn’ g
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donde P, y P> son los periodos del satélite interno y externo, respectivamente. Entonces:

chon:pPQZ(p+Q)P1~

Si g = 1 cada satélite completa un nimero entero de érbitas entre conjunciones sucesivas y
cada conjuncién ocurre en la misma longitud en el sistema inercial de referencia. Si ¢ = 2,
entonces cada dos conjunciones ocurre en la misma longitud, etc.

Si ahora se considera el caso de un objeto externo en érbita eliptica y un objeto interno

en érbita circular, o sea e = 0, ¢ # 0, y dw'/dt # 0, tenemos que si se satisface la relaciéon

resonante: 4o
w
(p+ g’ —pn—q—-=0 (VI-19)
también podemos escribirla como:
n — dd?’ _ p
n—%  p+q

dt

donde n' —dw&'/dt y n —d@’/dt son movimentos medios respecto con un sistema de referencia
corotante con la direccion del pericentro del satélite mas externo. Ahora si ¢ = 1 todas las
conjunciones sucederan en el mismo punto de la orbita del satélite externo, pero no en la misma
longitud respecto del sistema inercial. Si la ecuacion (VI-19) es valida, el correspondiente

argumento resonantes es:
o=@+ N —p\—q.

En el momento de la conjuncién de los dos satélites tenemos que X' = \ y:

o =q\N —&) =q\-a),

donde ¢ es una medida del desplazamiento de la longitud de la conjuncién medida desde el
pericentro del satélite mas externo.

Por ejemplo, las observaciones indican que los satélites de Saturno llamados Titdn e Hy-
perion tienen periodos orbitales de 15,945421 dias y 21,276609 dias, respectivamente, por lo
que se encuentra en una resonancia 3:4 con éste, y la masa de Hyperion es despreciable res-
pecto de la masa de Titan. El angulo resonante es ¢ = 4\ — 3\ — &', el cual libra alrededor
del apocentro de la 6rbita de Hyperion. Entonces, tenemos que 4n’ — 3n = —18,679°/ yr y
4dn’ — 3n — d@’/dt =~ 0, que es confirmado por observaciones que indican que el pericentro de
Hyperion esta en regresién a una tasa de d’/dt = —18,663°/ yr. El periodo entre conjuncio-
nes es de P, = 63,637717 dias y la amplitud de la libracion es de unos 36,0° con un periodo
de 1,75 yr.
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conjuncion .

T perihelio

Figura 25:

6. La fisica de la resonancia:

Supongamos dos objetos orbitando una masa central, siendo el objeto mas interno de masa
despreciable y el externo un objeto masivo que se mueve en una érbita circular. Ambas érbitas
se encuentran en el mismo plano y los objetos se encuentran en resonancia de tal modo que
las conjunciones siempre ocurren en la misma longitud.

Si la conjuncién ocurre siempre en el perihelio o afelio exacto de la érbita de la particula,
entonces la componente tangencial de la fuerza que ejerce el perturbador sobre ella antes
y después de la conjuncién son de igual magnitud, por lo cual la resultante en el sentido
tangencial es cero y no hay ningiin cambio en el momento angular del sistema [ecuacién (V-
1)]. Por otra parte, como en el caso de f = 0° o f = 180° (perihelio y afelio, respectivamente)
necesitamos una componente tangencial para cambiar el semieje mayor de la 6rbita [ecuacion
(V-8)], en estos casos el semieje no varfa.

Si la conjuncién ocurre en otros puntos de la 6rbita, esta simetria se destruye. En la Figura
25 vemos que cualquier conjuncién fuera de la linea de las apsides produce un desbalance en
las magnitudes de las componentes tangenciales de las fuerzas que ejerce el perturbador antes
y después de la conjuncién. En la situacién de la figura, los objetos estan en una situacion

de separacion debido a que el mas interno se mueve mas rapido acercandose al perihelio de
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su 6rbita, por lo cual se aleja del perturbador (d; < dy) y la componente tangencial de la
fuerza perturbadora ejercida antes de la conjuncioén, ft, es mayor que la ejercida después,
_’@, apareciendo una fuerza tangencial resultante no nula. El resultado de esta interaccion
es un aumento del momento angular que acerca al objeto a la posicién del perihelio y una
disminucién de la velocidad angular media, lo que significa que la proxima conjuncién sucedera
mas cerca del punto del perihelo. Esta situacién se invierte cuando la conjuncién ocurre con el
objeto interno alejandose del perihelio, donde el resultado es una pérdida de momento angular
y una ganacia en velocidad angular media, acercando la préxima conjunciéon nuevamente al
punto del perihelio.

Por lo tanto, existe una tendencia en cualquier conjuncién fuera de la linea de las dpsides
en acercar el proximo punto de conjunciéon a la posicion del perihelio del objeto més interno
que, como vimos, es la posicién de equilibrio estable del sistema y alejarlas del afelio que
corresponde a la posicion de equilibrio inestable.

Si ahora consideramos que las conjunciones siempre suceden en el perihelio, dado que la
fuerza radial ejercida por el perturbador externo siempre actiia en sentido opuesto a la masa
central, el objeto interno “verd” una masa central menos masiva y se moverd levemente hacia
afuera, llegando mas “tarde” al punto del perihelio debido al mayor camino recorrido, por lo
cual la longitud del perihelio sufre una leve precesion.

Si el objeto de masa despreciable es externo al perturbador, es facil demostrar por un
proceso similar que las conjunciones en el afelio proveen la configuracion de equilibrio estable
y que el mecanismo de resonancia produce una regresion de la longitud del perihelio. En
el caso de Titan e Hyperion que vimos antes, este efecto es suficiente para introducir una

regresion neta del eje de las dpside de = 19°/ yr.

118



7. Posicion nominal de la resonancia:

Si partimos de las ecuaciones de Lagrange [ecuaciones (V-10)] pero consideramos sélo el

orden méas bajo en la excentricidad e inclinacion, tenemos:

m_ 3w -
dt a? O\’

©_ 1R

dt  na2e 0o’
@1 0w

dt na?sini 09’

(VI-20)
da 1 OR sin %zaﬁ

dt +na26§ na? 0i’

dQ2 1 OR

dt +na2 sing 0i

de e OR

— = 4+ —_—,

dt 2na? Oe -

donde se reemplaza la expresién para da/dt con dn/dt usando para ello la relacién dn/dt =

—(3n)/(2a)da/dt, y en la expresién para de/dt no se consideraron términos con derivadas
parciales respecto de a.

Como la forma general para el argumento de los cosenos en el desarrollo de la funcién
perturbadora es ¢ = j1 N + ja A + 3@’ + js@ + 75 + j6€2, podemos obtener la derivada de este

argumento respecto del tiempo:

de ., , d¢ , de Sdo” o do  dQY dQ
- + )+ + —) + + + Je—— + Jo— VI-21
dt Jrn dt )+ J2(n dt) B T T T ( )

utilizando las ecuaciones (VI-20). Entonces, diremos que el objeto perturbado se encuentra en

la RESONANCIA EXACTA cuando la variacién temporal de un argumento resonante particular
[ecuacion (VI-21)] sea exactamente cero, lo que implica que debe existir una combinacién
lineal particular de movimientos medios y tasas de precesion tales que dg/dt = 0.

Si no consideramos en la ecuacién (VI-21) las contribuciones debidas a las variaciones de

las longitudes, la resonancia exacta se produce en:
. ! . ~
i + jan =~ 0,

donde 7, = p+qy j2 = —p, siendo p y ¢ nimeros enteros positivos y ¢ es el ORDEN DE LA
RESONANCIA. Entonces, definimos la POSICION NOMINAL para la resonancia p + ¢ : p como
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el semieje mayor del cuerpo mas interno que satisface la relacion:

2/3
p /
ap = | —— a, (VI-22)
pP+q
con una definicién similar para resonancias externas. Es importante recordar que esta relacion
s6lo da la posicion aproximada de la resonancia. En una situacion real debemos considerar las
contribuciones debidas a las tasas de precesiéon de las longitudes, las que producen resonancias
eractas diferentes asociadas a una conmensurabilidad p 4+ ¢ : p dada. Dependiendo de la

combinacion de tasas de precesion que se consideren se obtiene una separacion de la resonancia

bésica que abarca en este caso un cierto rango de semiejes mayores.

8. El modelo pendular:

Si consideramos un problema restringido de tres cuerpos donde un objeto externo en érbita
circular perturba a un objeto interno de masa despreciable y ambos objetos se mueven en el
mismo plano, el término general del desarrollo de la funcién perturbadora promediada es:

G !
<R >= mn

{fs(oz)e2 + fd(oz)elj“‘ cos @] , (VI-23)

o
donde:

= JN + jod + jaw,
y fs(a) v fa(a) corresponden a las funciones definidas en la ecuacién (V-38) para las contri-

buciones seculares y resonante directa, respectivamente. Las ecuaciones de movimiento son:

d - i
dltl = 35,C nelil sin g,
d .
£ = 14C, elial=1gin ®,
(VI—24)
d& .
d 1 -
dzef = C,e’+ §|j4|CT el cos o,
donde: G /
m m
€. = oo = (2 ) nafa(o)

C, = Gimlfs(a) = (:) nafs(a),

naa 0
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son constantes, mg es la masa del cuerpo central y se hizo la sustitucién G' = n%a®/my.

Las ecuaciones (VI-24) nos permiten deducir algunas propiedades bésicas de la variacién
de los elementos orbitales. Dado que |j4] > 1, el movimento medio y el semieje mayor de la
6rbita son casi constantes debido al factor el*! en la expresién para dn/dt. La variacién para
e es proporcional a e4=1 por lo cual este elemento sufrird grandes variaciones. La expresion
para dw/dt muestra que una 6rbita casi circular sufrird cambios répidos en su longitud del
perihelio dado que el término resonante en su expresion domina sobre el secular. Lo mismo
sucede para de/dt en el caso de resonancias de primer orden, pero el término secular serd
comparable al resonante para resonancias de segundo orden.

Como dn/dt = —(3n)/(2a)da/dt, tenemos que da/dt = —255C, aellsin o, y entonces:

que implica una correlacién entre las variaciones de a y e. Si jo y j4 tienen el mismo signo
(resonancia interior), da/de < 0 y un méximo de a corresponde a un minmo de e y viceversa.
Si jo y ja tienen signos opuestos (resonancia exterior), da/de > 0y ambos elementos alcanzan
un maximo o un minimo juntos.

Partiendo de una orbita externa fija, la expresion para la variacién del angulo resonante
es: }

if = jin’ + s (n + 3;) + jﬁif:- (VI-25)

Las ecuaciones (VI-24) y (VI-25) describen la variacién de los elementos orbitales en la ve-
cindad de una resonancia en el problema restringido plano y circular, pero pueden extenderse
para cubrir otros casos. Por ejemplo, si consideramos el movimiento en orbitas circulares e
inclinadas existe un paralelismo entre el comportamiento de la inclinacién y el nodo con el
que vimos para la excentricidad y longitud del perihelio.

Como dn'/dt = 0 por ser la 6rbita externa circular, la segunda derivada del argumento ¢

[ecuacion (VI-25) es:
d?p dn d?e . d%@

Si escribimos: d
B |74|C; F'(e) cos ¢,
dt
4G
di: = 2C, + [jslC, G(e) cos ¢,
donde: 1
Fle)= el Gle) =l
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podemos escribir:

d? d dF(e)d d
€= 2, e—j + [74lC; ( die)d:cosgo - F(e)d—('tp singp) :

de? d
(VI-27)

g~
(ih;u = |j4lC- (diie) j(; Cos ¢ — G(e)(i{i singp) .

Como en las constantes C, y Cs aparece un factor m’/mg que usualmente es una cantidad
pequena, la aparicién de de/dt y dg/dt en las ecuaciones (VI-27) contribuye con otro factor
m/ /myg, por lo cual las contribuciones de d%¢/dt? y d%w/dt* a d*>¢/dt? pueden ser despreciadas
en la mayoria de las circunstancias. De todos modos, en el caso de resonancias de primer
orden (|j4] = 1), tenemos que G(e) = 1/e y como e es una cantidad pequena la contribucién
de d?@/dt? a d%p/dt? no es despreciable y debe ser considerada. En cualquier caso, no hay
contribucion de la parte secular de la funcién perturbadora.

Si despreciamos las contribuciones de d%¢/dt? y d%w/dt? y usamos la expresion para dn/dt

dada en la ecuacién (VI-24), obtenemos que:

(127@ = 352C, nellsin . (VI-28)
dt?
Si calculamos el valor de C, vemos que es negativa cuando el orden de la resonancia es impar,
y positiva cuando el orden es par. Si nos restringimos a resonancias de orden impar, d%p/dt?

toma la forma:

d?p .

= —wi sin g, (VI-29)
donde:

w? = —352C, nebs!l,

y asumimos que n, e, y por lo tanto wy son aproximadamente constantes. Como wg es siempre
positivo para resonancias de orden impar, la ecuacién (VI-29) es idéntica a la de un péndulo
simple con movimiento estable alrededor de o = 0. En el caso de resonancias de orden par el
movimiento también es similar al que describe un péndulo simple, pero en este caso el punto
estable es ¢ = 7 en lugar de ¢ = 0. A partir de este punto, cuando se haga referencia a la
ecuacién del péndulo nos referiremos a la ecuacién (VI-29) a pesar de que existen diferencias
entre esta expresion para resonancias de orden impar y la correspondiente para orden par.
La solucién de la ecuacién (VI-29) puede describirse como una CIRCULACION 0 una LIBRA-
CION del argumento ¢ dependiendo de la energia del sistema. La energfa total £ del sistema

por unidad de masa es:

1A\ . s
= 5 (dt) + 2wj sin (2@) : (VI-30)
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y entonces podemos clasificar los diferentes tipos de movimiento considerando diferentes va-

lores de £. Si definimos como &, la maxima energia potencial, tenemos que:

1. Si & > &, el movimiento de ¢ es ilimitado y corresponde a una circulacion del angulo

@.

2. Si € < &, el movimiento de ¢ es limitado y corresponde a una oscilacién o libracién del

angulo ¢.

3. En el caso especial donde £ = &, el movimiento ocurre en una separatriz que divide
el régimen de circulacion del de libracién. En el caso de un péndulo, esta situacion

corresponde al péndulo en la posiciéon vertical superior.

9. Ancho de libracion:

La principal ventaja de obtener un modelo analitico simple para una resonancia es la
posibilidad de estimar la variacién de los parametros orbitales debido a esa resonancia. En el
caso del Sistema Solar, la estimacién mas importante que se puede realizar es la extensién de
la region de libracion en semieje mayor para un objeto en resonancia.

Considerando la ecuacién (VI-30), la energia correspondiente al méximo de libracién ocurre

para de/dt =0y ¢ = +m, lo que implica que:
Emar = —652C, nell.
Si hacemos & = &,,,4; v consideramos la variacién de ¢ dada por:
d N 1/2 1
d—f = 17, (12|Cr| ne'“‘) 2 cos (230> ,
podemos relacionar la variacion de ¢ con la variacién de n mediante la ecuacién (VI-24) para

obtener: )
dn = 3j,C, el 2P q, —
e Ty T
(VI-31)
12 0 /1
= + (3|C,| nell ( )d.
(3|C!ne) sin { 5 ) de

La integracion de la ecuacién (VI-31) nos da:

- 1
n=ngt (12]&] neml)l/2 cos (2cp> :
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y el maximo cambio en movimiento medio es:
S \1/2
Oimaz = % (12]C,| nel) ” (VI-32)

que ocurre cuando ¢ = 0. Si utilizamos la tercera Ley de Kepler encontramos que el maximo

cambio en el semieje mayor es:

1/2
OCmaz = Ea (136|CT‘ e|j4|> ) (VI-33)

n

Si bien esta tultima expresion no es valida para resonancias de primer orden, ya que en ese
caso hay que considerar la contribucién de d*@/dt? a d*¢/dt?, atn indica el comportamiento
correcto del ancho de libracién, ya que las ecuaciones (VI-32) y (VI-33) indican que el ancho
de libracion crece para valores crecientes de e. La diferencia entre estas expresiones y las
correspondientes a resonancias de primer orden es que se debe incluir un término mas en las

ecuaciones (VI-32) y (VI-33) que ensancha la regién de libracién para excentricidades bajas.

10. Los vacios de Kirkwood:

A pesar de que en 1867 s6lo se conocian 91 asteroides en el cinturén, fue suficiente para
que Daniel Kirkwood se diera cuenta de que la distribucién de objetos no era al azar y estaba
influenciada por perturbaciones debidas a Jupiter. Esta distribucion particular formaba lo
que él llamo VACIOS en analogia a las zonas vacias que se observan en los anillos de Saturno.

Desde la época de Kirkwood el niimero de objetos aumenté en varios érdenes de magnitud
y hoy es posible estudiar este efecto con mayor detenimiento. En la Figura 26 se muestra un
grafico de a cosw vs. asinw para los 10000 primeros asteroides. En el grafico se ve claramente
que aparecen zonas sin objetos que corresponden a los vacios de Kirkwood, que los bordes
interno y externo del cinturén quedan bien definidos por las resonancias 4 : 1 y 2 : 1 con
Jupiter, respectivamente, pero también resulta visible el grupo de asteroides Hildas en la
resonancia 3 : 2.

También resulta claro que existe una asimetria en la distribucién de longitudes del pe-
rihelio, con una mayor concentracién en la direccién del perihelio de Jupiter (indicado con
una flecha). Esto es una consecuencia del hecho de que la tasa de precesién de un asteroide
dominada por las perturbaciones de Jupiter estan en un minimo cuando los perihelios estan
alineados y en un maximo cuando difieren en 180°.

La ausencia de objetos mas alld de la resonancia 3 : 2 en 3,97 U A, salvo unos pocos en la

resonancia 4 : 3 en 4,29 U A también es un efecto resonante causado por la superposicién de la
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secuencia de resonancias de primer orden a medida que nos acercamos a Jupiter, lo que nos
da una region inestable de =~ 0,9 U A hacia adentro de la érbita de Jupiter en buen acuerdo
con las observaciones.

Las hipétesis que se han esgrimido hasta el momento para explicar los vacios de Kirkwood

se pueden dividir en cuatro grupos principales:

s La hipotesis estadistica. Esta hipotesis argumenta que los vacios son una ilusion produ-
cida por la libracién de los asteroides. Como un objeto en la resonancia efectuara una
libracién pasara mas tiempo en los extremos que pasando por el centro de la resonan-
cia. Entonces, estadisticamente existe mayor probabilidad de observar un objetos en los
bordes de libracién que en el centro. Aparte de algunos objetos que efectivamente estan

librando, hasta el momento no hay indicios de que esta sea una explicacion plausible.

s La hipdotesis colisional. Esta idea fue originalmente enunciada por Kirkwood. Esta hipote-
sis sugiere que los cambios en los elementos orbitales de los objetos afectados causa que
colisionen con objetos cercanos disminuyendo la densidad de asteroides cerca de la re-

sonancia.

= La hipdtesis cosmogonica. Estas teorias proponen que los vacios son regiones donde
los asteroides no se formaron o que reflejan procesos que operaron durante las etapas
tempranas de la formacion del Sistema Solar. entro de este grupo se incluye la propuesta
del barrido de resonancias debido al movimiento de Jupiter producto del intercambio de

momento angular o a variaciones en la masa de la nebulosa solar.

= La hipotesis gravitacional. Esta hipdtesis propone que los vacios pueden ser entendidos
en el contexto de un problema de tres cuerpos (sol - Jupiter - asteroide). Si bien diferentes
investigaciones sustentan esta hipotesis, el mecanismo exacto aiin no es comprendido

completamente.
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