Unidad V. Perturbaciones

En las unidades precedentes hemos visto que el problema de los n cuerpos no tiene solucién
analitica por lo cual no es posible predecir el movimiento de los cuerpos bajo los efectos
gravitatorios mutuos en cualquier instante partiendo de sus posiciones y velocidades.

Ademas, como no es posible definir en la practica un origen y un sistema de coordenadas
fijo en el espacio para estudiar el movimiento del sistema vimos que resulta conveniente
referir el movimiento de n — 1 cuerpos con respecto al restante, en general el mas masivo,
planteando ecuaciones de movimiento relativo. En este nuevo sistema toda desviacién respecto
del movimiento kepleriano de un objeto se denomina PERTURBACIONES y la funcién que

caracteriza la perturbacién se denomina FUNCION PERTURBADORA.

1. El efecto de pequenos impulsos:

Un caso simple de perturbacién se produce cuando un objeto moviéndose en una érbita
kepleriana se ve afectado por una fuerza perturbadora por unidad de masa F durante un
cierto tiempo dt. En este caso la ecuaciéon de movimento del objeto es:

BMr -
B Mr—i—F,

r =
r3

que es igual a la ecuacién (IV-15). Este impulso afectard su movimento alrededor de la masa
central y modificara los elementos de su érbita.
Si se descompone F en direcciones radial al objeto, normal al plano orbital y perpendicular

a estas dos, podemos escribir:
F = Ru, + Nu} + Bui,

donde, Wy = ua X u,. La accién de esta fuerza producira una variacion en el momento angular

debido al momento de la fuerza:

dL _

— =7 x Fdt,

m

= (rBdt)ua — (rNdt)uy,
pero L/m = hiis, entonces:

dL
& = d(hda) = hduda + wa dh.
m
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Como dus es perpendicular a W, tenemos que dh = rBdt y:

Ndt
L 1 (V-1)

dupx = —

Si descomponemos el vector unitario ua segun el sistema ecliptico de coordenadas [ecuacion
(II-60)], ua = (sinisin Q) X+ (—sini cos Q) y+(cosi) Z, vemos que sus componentes dependen
exclusivamente de i y €2 que, segun la ecuacién (V-1), se ven afectados sélo por la componente

N de F. Si multiplicamos la ecuacién (V-1) por Ze, tenemos que:

. . rNdt, .
Zedup = — Z e Uy,

h

o, lo que es lo mismo:

rNdt . R R

rNdt _
Ze(Up X U,)=—

U, (Z X Up).

—sinidi = —

Dado que Z X us tiene magnitud sini y direccién al nodo ascendente, y el vector r forma un

angulo f con la direccién al nodo ascendente, tenemos que:

di N -
oo . -2
3= 7S f (V-2)

Si ahora multiplicamos la ecuacién (V-1) primero por ua X y luego por Ze, obtenemos:

El valor de Z e W, corresponde al seno de la latitud celeste del objeto. El lado izquierdo lo

podemos evaluar diferenciando la ecuacién (II-60):

dua = (cosisin Qdi + sinicos Qd§2) X+
+(— cosicos Qdi + sinisin QdQ) § + (—sinidi) z,

y dado que sin 8 = sin fsini, se obtiene que:

Ndt -
sin2idQ = L= gin Fsing,
0, lo que es lo mismo: 0 N
priai sin f csci. (V-3)
Si ahora consideramos la ecuacién de la érbita [ecuacion (I-56)], tenemos que:
h2
ecosf:7—1:GMT—1,
y derivando:
sin hdr
esinf = ———.
GM dt
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Como el valor de r no se altera instantaneamente por el impulso, los cambios en el movimiento

deben cumplir:

2hdh
d(e COS f) = m7
(V-4)
. dh dr h dr
d(esin f) = G./\/ldt—l—GMd[dt]‘

Como f = f — w y ninguna de las componentes R o B afecta la longitud del nodo, f no
cambia instantaneamente y df = —dw. Si aplicamos esta condicién y la ecuacién (V-1) en

V-4), y consideramos también que d?r/dt?> = R, tenemos que:
Yy q q

2hB
d d inf=——dt
ecos f +dwesin f ot
, dr rB hR
desmf—dwecosf—EGMdthGMdt.

Si resolvemos para de y dw:

2 dr
de LRdt sin f + ( h cos [ + Lt gy f) Bdt,

T GM GM GM
dw = —— Rat cos f+ [ 2 sin f — T ) Bat
edw = G_/\/l COS GMSIH GMCOS .

Si en estas ecuaciones reemplazamos h y r dr/dt por sus correspondientes expresiones para el

movimiento kepleriano podemos simplificar y obtener:

de  na?
_ = —e2 i -
P GM\/l e?[R sin f + B (cos f + cos E)], (V-5)

dw  na® r
- V1 —e2 |- )
& OMe 1—e [ Rcosf+B(1+ )Slnf}.

En el caso de dw debemos considerar ademas que se ve afectado por cualquier variacion de la

longitud del nodo en una cantidad — cosidf2, por lo tanto la expresion final es:

dw na? r dQ
— = —e2|— — ] — ), —— -
i G./\/le\/l e { Rcosf—l—B(l—i— )smf] CO8T . (V-6)

Si utilizamos dw en lugar de dw, también debemos considerar la variacion de €. En este caso,

se introduce una cantidad (1 — cos)d§2 = 2sin*(i/2)d(2, por lo que la expresion final serd:

dQ
dt

~ 2 .
dw _ na V1—e? {—R cosf+B<1+77;) sinf} + 25sin? <Z>

dt ~ GMe 2 (V-7)
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Para encontrar una expresion para da partimos de la relacion:
h2
a(l—e*) = ——
( ) GM’
de donde se obtiene:

2h
da (1 — = 2aede + —— dh.
a(l—e?*) = 2ae e—i—GM

Reemplazando de y dh por sus expresiones y simplificando, tenemos:

da  2na?

da R
dt  GM | \/1=¢2

En resumen, las variaciones en los elementos orbitales debido a la accion de una fuerza externa

se expresan mediante las ecuaciones (V-2), (V-3), (V-5), (V-6), (V-7) y (V-8) que constitu-

yen una forma de las ECUACIONES DE LAGRANGE escritas de una forma que fue propuesta

sin f + BL \/ 1—e? (V-8)

originalmente por Gauss.

Para encontrar la ecuacién de la variacion del instante del paso por el perihelio, T, se puede
diferenciar r = a(1 — e cos F) para encontrar dE/dt y luego diferenciar n(t —7T) = E —esin £
para encontrar d7'/dt. Otra opcién es definir el dngulo € = @ — nT' y encontrar su variacion.

Si escribimos la ecuacion de Kepler como:
nt+e—w==~F—esink,

y diferenciamos, tenemos:

dn  de d@ dE de
ntt gt @ - ecsEl g —snE g

Si se reemplaza en la ecuacién anterior las expresiones para dn/dt, dw/dt, dE/dt, y de/dt,
tenemos una expresén para de/dt en la cual algunos coeficientes en ciertos términos contienen
t. Si se intenta utilizar esta ecuacién sobre grandes intervalos de tiempo apareceran valores
grandes dificiles de manejar. Para evitar esta dificultad se puede introducir una nueva variable,
€1, definida por:

nt+6:/ndt+61.

Si diferenciamos, tenemos:

n+t d—n + % =n+ E
dt  dt dt
Entonces, el lado izquierdo de la ecuacién se puede escribir como n + de; /dt — dw/dt, y no
aparecen mas los términos que pueden resultar dificiles. Finalmente, la expresién para de; /dt

es:

de;  2nar 5 5 dQ
P GMR—i—( - V1 e)——i—Z\/l e? sin ( ) T (V-9)
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Supongamos ahora que la fuerza F proviene de la funcién perturbadora R de un objeto
masivo. En este caso, podemos considerar que F es funcién de los elementos orbitales y el
tiempo por lo cual podriamos reemplazar las componentes de F por expresiones en derivadas
parciales de R.

El trabajo realizado por la fuerza F es:
OW = Ror + N ron + B rob,

donde o7, rén, y rdb son pequenos desplazamientos en el punto de aplicacién de la fuerza en
las direcciones de R, N, y B, respectivamente. Si consideramos ahora que R es funcion de los
elementos orbitales e interpretamos los cambios en el punto de aplicacién de la fuerza como
cambios en los elementos (manteniendo el tiempo constante), podemos decir que:
SW = %75&1 + %7:56 + 8(2716)561 + 27;5@ + 27559 + 887552',

donde OR/0(nt + €¢) = OR/Je. Como las variaciones de los elementos son independientes
y pueden ser igualadas a cero se puede obtener de las dos tultimas expresiones valores para
OR/0a, etc., en términos de R, N, y B,y reemplazar en las ecuaciones (V-2), (V-3), (V-5),
(V-6), (V-7), (V-8) y (V-9) para obtener:

da 2 0R 1

dt

na Oe’

dt na2e Qe naze

Oe oo

de (1—e*)0R V1-—¢? <6R N 3R>

dey  VI—¢? LOR 2 0R
T maze VTV G Tl T
tan (%) OR
", -
na?y/'1 —e? 0i (V-10)
dQ cSci OR

dt na?v/1 — ez 0’

w_ VI=@or  tan(;) om
dt nale Oe  na2y1—e2 0i’

di_ TR (D) (2R R
& navi—e | e T e) Ve Tan )|

que corresponden a otra forma de las ecuaciones de Lagrange.
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2. Desarrollo literal de la funciéon perturbadora:

Para poder trabajar con la ecuacién de movimiento planteada en la ecuacién (IV-15) se
requiere alguna expresion para la funcién perturbadora. Como vimos en la seccion anterior la
perturbacion puede provenir de diversas fuentes, como una colisién o el abultamiento ecuato-
rial de un planeta, pero aqui solo trataremos el caso donde interactuan dos masas puntuales
my m’ con vectores de posicién r'y r que cumplen siempre la condicion ¥ < r'. El objetivo
en esta seccién es obtener un desarrollo en serie en funcién de los elementos orbitales a, e, 7,
@, Q) y A para ambas masas.

Si respetamos la notacion planteada en la unidad anterior, la funcién perturbadora para
cada una de las masas es:

1 Ter 1 Ter
1.2,/ I 1.2
R-km(p— r’3>’ R-km(— 7’3>'

En estas expresiones, los primeros términos se denominan TERMINOS DIRECTOS porque co-
rresponden al efecto del perturbador directamente sobre la masa perturbada, y los segundos
términos se llaman TERMINOS INDIRECTOS debido a que representan el efecto del perturbador

sobre la masa central. Las funciones perturbadoras las podemos escribir como:

/{?2 ! ]{32 /
R = (;;n RD+ aT/n OéRE,
(V-11)
kE*m E*m 1
R = 7 Rp PEPYIAE
donde:
a
o = g < 1,
L
D |I‘/—F| p7
(V-12)

w1 (2) () o

siendo 1 el 4ngulo entre los vectores ¥ y ' (Figura 14). En las ecuaciones (V-11), Rp corres-
ponde a los términos directos, R corresponde al término indirecto debido a un perturbador

externo, y R; al término indirecto debido a un perturbador interno.
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De la Figura 14 tenemos que:
02 =124+ = 2rr' cosp, (V-13)

donde: ~
rer xx' +yy + 27
cos 1 = = .
rr’ rr’

Operando con la ecuaciones (II-63) podemos encontrar expresiones para las componentes del
vector T .

— = cosQcos(w+ f) —sinQsin(w + f) cosi,
,

= = sinQcos(w + f) + cos Qsin(w + f) cosi, (V-14)

; = sin(w + f)sini,
con expresiones similares para z’/r’, 3/ /r', y 2’ /r’. Todas estas ecuaciones pueden ser desarro-
lladas en series de M y M’ usando los desarrollos para cos f y sin f mencionados en la unidad
anterior.
Si definimos ¥ = cost) — cos(A — A’), donde A = &+ f y A’ = w’ + f' son las longitudes
verdaderas de ambos cuerpos, la serie resultante para ¥ es de segundo orden en sini y sin i’

y la expresién para p~! se puede desarrollar en una serie de Taylor en W. Tenemos que:

1 R -
p — af) = {TQ + 7% — 2rr' (cos(A — A) + \I/)} 12 _
1 3 1
_ / Y —
K0+TT \I/A—8+§(TT ) A—g-i— = (V-15)
(2w 1, N
donde A2 = r? 4+ 12 — 27’ cos(A — A’). Si definimos:
po = a®+a” — 2aa’ cos(A — N), (V-16)
podemos desarrollar 1/A3“t! en una serie de Taylor:
1 1 0 1 0 1
—— =g+ (r—a)= | 57 —i—?“’—a'(u )—i— V-17
s = e + = g (i | + 07 = ) (i (V17
Si definimos el operador diferencial:
am+n
D _.m_/n
mn = @ damda™’



y las variableas auxiliares:
r
e=——1, € =——1,
a a’

vemos que de la serie para r/a tenemos que € es de O(e) y € es de O(¢’), entonces:

1
W = []_ + EDl,O + €/D071+
’ 1 1 (V-18)
+2| (6 Dy +2¢€' Dy + € D02) + - } p(2)u+l
Por otra parte, tenemos de la ecuacién (V-16):
1 —(1+2
T = [a2 +a”? — 2ad’ cos(A — A’)} (+3) _
Po
—(1+1
= ¢/~ (2utD) {1 +a? — 2acos(A — A’)} () _ (V-19)
— o/~ 2 Z b a)cosj(A —AN),
j*—oo

donde bY) son coeficientes de Laplace, los cuales pueden ser expresados como series uniforme-

mente convergentes en « para o < 1:

e = TR
s(s+7) o s(s+D(s+ji)(s+i+1) ,
X[1+1!(j+1)0‘+ 20+ 1) +2) O‘JF"'}'

Dado que los operadores D,, , operan sélo sobre los coeficientes de Laplace, podemos definir
funciones Ay jmn:
. 8m+n
Au immn — Dmn ( /_(2u+1)b(]) > =a" m —— < 2u+1)b(J >
VAL y a u %(O{) a-a aamaa/n a u+ (Oé) )

por lo cual, ahora podemos escribir:

1 1 &
=5 2 [Augoo T eAugo+€Auson - JeosjA =), (V-20)

A2ut1
A e
Si generalizamos esta expresion tenemos:

1

© 1 . . )
W — 5 Z lz T Z ( ) ere’l kAu,j,k’lk] cosj(A —A'). (V-21)

j=—o0 LI=0
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En esta ultima expresion hay que tener cuidado en el calculo de las derivadas parciales respecto
de a y a’ ya que los coeficientes de Laplace dependen implicitamente de estas variables a través

de a. Reemplazando la ecuacion (V-21) en la (V-15) obtenemos:

> (2u)! (1ro' _\" a%a't?
Rp = Z(u!)Q ———U X

(V-22)

s li 11| f: ( ) ket A ,j,k,lk] cos j(A — A,

]_700

En esta expresién para Rp las inclinaciones i e i’ s6lo aparecen en V¥, mientras que las
excentricidades aparecen en € y €. Por otra parte, el orden de la serie viene indicado por la
suma de exponentes de las excentricidades o las inclinaciones.

Si utilizamos la ecuacién (V-22) para calcular una serie a segundo orden en excentricidades
e inclinaciones se obtienen 23 términos de diferente orden. Dado que los términos aparecen en
pares y siempre contienen cosenos, es posible reordenarlos cambiando los signos de algunos de
ellos y aplicando la transformacién ;7 — +j + k para cierto entero k. Aplicando estos proce-
dimientos los argumentos se pueden reducir a una forma arbitraria que sea més conveniente
para su uso.

Respetando la forma adoptada por Murray y Dermott para estos desarrollos, definimos
s = sin(i/2) y s’ = sin(i’/2), indicamos con D = d/d«, y fijamos que j sea el coeficiente de

N en cada argumento. Entonces, la parte directa de la funcién perturbadora a segundo orden
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en excentricidades e inclinaciones es para un j arbitrario:
Ro = () + 5+ €))7 + 20D + 2D Y+
+i(32 + 5™%) ([—a]bg_l) + [—a]b(gj+1))> cos[j\ — JA]+
+ <4ee’[2 + 65 + 452 — 2aD — o*D?] bg“)) X
X cos[jN — jA+ &' — D]+
+ <ss’[a] (% )cos[ TN+ Q = Q]+
+ <; [—27 — aD] b( D) cos[N + (1 — )X — @)+
+ (;e’[—l +2j + aD] f ) cos[jN + (1 — )N — &'+
+ (;62[—5j + 4% — 2aD + 4jaD + o> D] bg)) X
X cos[fN + (2 — )\ — 20]+
+ <iee'[—2 465 — 45% + 2aD — 4jaD — o> D? b(j_1)> x

1
2

(V-23)

X cos[fN + (2= A — &' — @]+

- (;e&[z — 7§ + 45 — 2aD + 4jaD + o> D?] bg2)> X
X cos[jN + (2 — J)N — 20|+

+ ;82[04] b(gj_l)) cos[jN 4+ (2 — 7))\ — 2Q)+

+ ( s8'[—q] bgl)) cos[fN + (2= HA = Q' — Q]+

1 i
+ (28'2[a] by U) cos[fN + (2 — )X — 20Y].

Los términos indirectos Rg y R, se obtienen facilmente desarrollando cos en las ecua-

ciones (V-12) mediante las ecuaciones (V-14) y las series para cos f y sin f:

1 1
Reg ~ <—1 - 562 - 56/2 + 5% + S'2> cos[N — \|—

—ee’ cos[2\ — 2\ — &' + @] — 258" cos[N — A — Q'+ Q]—

1

—5¢ cos[N' — 2\ + @] + ;)e cos[\' — @]—

—216’ cos2N — A\ — &' — 262 cos[\ — 3\ + 20]— (V-24)
——e?cos[N + A — 23] + 3ee cos[2N — &' — @] —

2

—ge’z cos[ N + X — 23] — 876'2 cos[3N — X — 20| —
—5%cos[N + A — 20 + 255" cos[N + A — Q' — Q]—
—s"% cos[N + A —20].
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1 1
R; =~ (—1 + 562 + 56/2 + % + 3'2> cos[N — \]—
—ee’ cos[2N — 2\ — &' + @] — 255" cos] N — A — Q' +Q]—
—2ecos[N — 2\ + @] + ;6, cos[A — &']—
1 2
——€ cos[2N =\ =] — 8762 cos[\ — 3\ + 20]— (V-25)
—=e®cos[\ + X — 20] + 3ee’ cos[2\ — &' — @] —
—§€/2 cos[N + X — 24 — :6/2 cos[3N — X — 20| —
—s%cos| N + A — 20 + 258’ cos[N + A — Q' — Q]—
—s" cos[\N + X — 20Y].

Es de notar que en los desarrollos para R v R; no intervienen coeficientes de Laplace.

3. Algunas relaciones entre coeficientes de Laplace:

Algunas relaciones entre coeficientes de Laplace que pueden resultar utiles a la hora de
operar con la funcién perturbadora se pueden encontrar en el libro de Brouwer and Clemence

(1961). Algunas de estas relaciones son:

Db = s (bgr_ll) — 20zb5+1 + bsjfll ) ;

Dby = s (D" 1oILY — 2aD" b+
+D bR = 2(n — 1) D), )

@ (D)~ DRD) = (G4 DD

—(j —n— Do tDr1p=2)
+2( 1) {O‘nanl b= 4+ (n — 1)am D2 bgﬂél)} ,

donde n > 2 en las dos ultimas relaciones y D = d/da es un operador diferencial.
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4. Dessarrollo de la funcién perturbadora en polino-

mios de Legendre:

La desventaja principal de cualquier desarrollo literal de la funciéon perturbadora es que
para encontrar los términos asociados con un argumento especifico es necesario obtener el
desarrollo completo hasta el orden de ese argumento. Una posibilidad para evitar este incon-
veniente es intentar un desarrollo en polinomios de Legendre.

Si partimos de la ecuacién (V-13), como r < ' tenemos que:

—-1/2

1 —1/2 1 2
- = [7"2—1—7"’2—27"7”’00314 G 1—2Tcos¢+<r)
p T/ ,r/ ,r/

Si desarrollamos esta expresion y ordenamos los términos en potencias de r/r’ tenemos que:

p ;[1—1—cosw—|—<r>2;(30052¢—1)+

+ (:,)3; (50083¢—3COS¢) —|—] )

Los coeficientes que aparecen en los términos de esta serie corresponden a polinomios de

Legendre, los cuales pueden ser generados utilizando la férmula de Rodrigues:

n(,2 n
Pulp) = 2:”! d (’iw: D (V-26)
siendo los cuatro primeros:
Po=1,
Pr=pn
Py = (37— 1)
Ps = 5(5,“3 — 3u).

Entonces, haciendo p = cos 1) en la ecuacion (V-26) podemos escribir:
1 [e.e]
- ;Z ( > Py(cos ). (V-27)

Como Fer = 7' cosy) = r7’'P1(cos ), la funcién perturbadora debida a un perturbador

externo es:

aGm/

,r./

R:

3 (;)ln@ow}, (V-28)

=2
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donde se ha omitido Py(cost) = 1 debido a que no depende de r y no afecta al valor del

gradiente de R. En el caso de un perturbador interno, la funcién perturbadora es:
/

r Gm
R Z ( ) Pi(cos ) + Gm 5 Cos Y — Gm — CosY + — (V-29)
que es similar a la expresién para R, salvo por los tres términos extra.
Si utilizamos una vez mas los desarrollos en serie para r/a, etc., podemos expresar las
ecuaciones (V-28) y (V-29) en funcién de los elementos orbitales a, e, i, ©, 1 y A para ambas

masas. En general, la expresion para la funcion perturbadora tendra la forma:
R=Gm'> S(a,d e, i,i)cose, (V-30)

donde ¢ corresponde a una combinacién permitida de A, X', @, &', Q y . La ventaja de este
tipo de desarrollo es que si conocemos la forma explicita de la funciéon S y la combinacion
permitida de angulos en ¢ es posible identificar los términos cuya contribucién a la ecuacion
de movimiento es dominante o despreciable, indistintamente.

Una ventaja de este tipo de desarrollo es la posibilidad de obtener féormulas explicitas
para series finitas asociadas a un cierto argumento desarrollado hasta un cierto orden. Si el

argumento tiene la forma:
e =0 N+ i A+ 0 + @+ js U + e D, (V-31)
y fijamos N, como el maximo orden del desarrollo, la expresién para Rp asociada con ¢

es:

s (24)) (1 Mo (25— dp 4 1)(s — )
R =
b =2y 22u+1 Xn;;) 22nn' 25 — 2+ 1)1
S (s —2n—m)!
XS i T qysnmmp () Py (1) %
mz—:oﬁ (S—Q?’L—Fm)‘( ) -2 p(l) 2n, ,p(Z)

(V-32)

_ Umazx (_1)1} v v & d (
X —_— —1 —pY X
g ( ) ! Z Z k ( ) dOz” u+2( )
Xf‘;k 2= “(e)X]:(HkH) BB (') % cos o,
donde s =sin(i/2) y ' =sin(i'/2), ko =1y Ky = 2 para m # 0, Vmazs Smins Umazs Mmazs P Y

p’ se fijan como combinacién de otros parametros, y:

[—m
N7 (I +m)!
Fimp0) = 21— p)!
(V-33)
92— 2p % ok
1)k 3l—2p—2k _m—I+2p+2k
O T
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se denominan funciones de inclinacion, donde j = 1/—1, k se suma en el rango méx(0,! —
m—2p) < k <min(l—m,2l—2p), s =sin(i/2), y ¢ = cos(i/2). Por otra parte, las cantidades

X%%(e) se denominan coeficientes de Hansen que se definen como:
X (e) = et Z X0+a o8 e (V-34)

siendo en este contexto a = méax(0,c—b), f = max(0,b—c), Xad son operadores de Newcomb

que se calculan recursivamente mediante:

Xib=1  Xib=b-

para d = 0, 4CXZ’(§7:2(25—G)Xcab1+3+(b_a)Xa,b;§a

c—

y para d # 0, 4de’5 = —2(20+ a)Xg’;]l —(b+ a)Xg’;:g—
—(c—5d+4+4b+a) X" 4 i+

+2(c—d+0b) ) (—1)F <3]{;2> Xclk,d—k-

k>2

Para los términos indirectos de la funciéon perturbadora, tenemos:

1— B o
Rg = _,@mgl n ; F m7p( )Flmp ( )le J2— ]4(6)Xj12,h+]3(6/)x
(V-35)
x cos[ji N + jo A+ s &' + jud + js @ + Jo O,
(1 — m)' . —2,—j2—Ja L g1+g3 0 1
R[ = —H}mmFLm,p(l)FLm@ ( )X—j2 (e)le (6 )X
(V-36)

X cosljr X'+ Ja A+ jz @' + ja@ + js Q' + js €2,
donde p, p/, y m son enteros que toman valores 0 o 1.
Otra ventaja de este tipo de desarrollo en polinomios de Legendre es que resulta sencillo
ver la forma de los terminos de orden mas bajo. En la expresiéon R = Gm'Y. Scosp, S es
una funcién de los semiejes mayores, excentricidades e inclinaciones de m y m’' y ¢ es un

argumento con una forma general:

o =(1=2p4+¢ )N —(1—-2p+ 9\ — ¢V + qo+

(V-37)
+(m —142p)Q — (m — 1+ 2p)Q,

donde, en este caso, [, m, p, p’, ¢ vy ¢’ son enteros. Es importante comprender que no todos los

argumentos son validos. Si escribimos la ecuacion (V-37) en el formato dado por la ecuacién
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(V-31), se debe cumplir con la RELACION DE D’ ALEMBERT:

6
Z]z = 07
=1

siempre que se usen angulos referidos a una direccion fija. En este caso, A\, X, @, &', Qy
forman un conjunto apropiado ya que estan todos referidos a la misma direccién en el espacio.
Si consideramos ahora la forma de la funciéon § para cada término, funciéon que fija la
“intensidad” de un término, se observa que es posible calcular los términos de menor orden
en excentricidad e inclinacién a partir de las propiedades de ll’_l;p2fq(e) Y Flmp(i). Usando las
ecuaciones (V-33) a (V-34), se obtiene que:
€)= O, AT () = o),

—2ptq 1—2p'+q'

Finp(i) = O(sm=120) - (i) = O(s"m =20,

donde s =sin(i/2) y ' = sin(i’/2). Entonces:

§ e 180 o gt gm—teopl gm0 ) s ol (V-38)
a a

donde f(a) puede expresarse en funcién de coeficientes de Laplace. Entonces, el exponente
méas bajo de sin(i/2), por ejemplo, en un cierto término debe ser igual o mayor al valor

absoluto del coeficiente de {).

5. Términos seculares y resonantes:

Para poder comprender el significado fisico de cualquier desarrollo de la funcion pertur-
badora se necesita decidir cuales de las infinitas combinaciones permitidas de dngulos son
importantes para un problema dado y cuéles no lo son. Una forma posible es clasificar los ar-
gumentos considerando las frecuencias asociadas con los cosenos que aparecen en cada término
del desarrollo.

Cada término posee un argumento que contiene una combinacion lineal de los angulos
AN, @, & Qy Q. También sabemos que si no existiera perturbacién las longitudes me-
dias (A y A') aumentarian constantemente en forma lineal con el tiempo a tasas n y 7/,
respectivamente, pero los restantes angulos permanecerian constantes. Cuando tenemos una
perturbacion las longitudes medias son cantidades que variaran rapidamente, mientras que los

restantes angulos sufren variaciones mucho mas lentas. Entonces, los términos del desarrollo
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que no contienen longitudes medias son términos que variaran lentamente y que llamaremos
TERMINOS SECULARES o de largo periodo.

La anterior definiciéon no implica que los términos restantes son todos de corto periodo. Si
consideramos el argumento general ¢ = j1 N + jo X + j3@ + juw + js + jgf2, v tenemos que
N x=nt+€e y \=xnt+e podemos decir que j1 N + oA = (j1n + jan)t + cte. Entonces, si los

semiejes mayores de las érbitas @’ y a son tales que se cumple:
Jin’ + jan = 0, (V-39)

entonces ese argumento también tiene un periodo mas largo que los periodos orbitales de
los objetos. La ecuacién (V-39) se satisface cuando existe una conmensurabilidad entre los
movimientos diarios medios o los periodos orbitales de ambos objetos. Estos términos del
desarrollo de la funcién perturbadora se denominan TERMINOS RESONANTES. Si consideramos

los semiejes mayores de las 6rbitas, la condicién equivalente a la expresada en la ecuacién (V-

39) es:
g2\ *"?
a~ Cl/ <|jl’> . (V-40)

Como los términos resonantes dependen de los semiejes mayores sus efectos se manifiestan en
forma localizada. En contraposicion, un término secular se manifiesta globalmente dado que
una combinacion particular de angulos puede variar lentamente para un cierto semieje mayor,
pero para misma combinacion puede variar muy rapidamente para otro semieje.

Cualquier término del desarrollo cuyo argumento no es secular o resonante se considera
como un TERMINO DE CORTO PER{ODO. En principio, estos términos no produciran ninguna
contribucion al movimiento para lapsos largos dado que sus efectos se promediaran a cero. Este
PRINCIPIO DE PROMEDIADO nos permitira despreciar en cualquier analisis la contribucién de
los términos de corto periodo y enfocar la atencién en aquellos términos cuya contribucién
es importante para el movimiento. Esto nos permite simplificar el problema al aceptar que
la dinamica estd dominada sélo por los términos seculares y resonantes apropiados, y nos
permite pasar de una serie de infinitos términos para la funciéon perturbadora R a una serie
con un nimero de términos finitos que se denomina FUNCION PERTURBADORA PROMEDIADA
<R >.

6. Uso de la funcién perturbadora:

Para ejemplificar como se utiliza la funcion perturbadora para estudiar diferentes pro-

blemas de movimento perturbado en un sistema dindmico estudiaremos un caso simple de
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movimiento bajo los efectos de términos seculares y resonantes.

Para ello, asumiremos un problema restringido eliptico de los tres cuerpos donde la masa
m es infinitesimal (hace las veces de particula sin masa), y la érbita del perturbador de masa
m’ es una elipse con inclinacién 7 = 0°.

Para analizar cémo varian los elementos orbitales debido a la perturbacion se parte de las

ecuaciones (V-10), reducidas al menor orden posible (e? & 0) para simplificar al méximo el

problema:

da  20<R>

At na  OA

de 1 0<R>

At~ naZe 0o

(V-41)

dQ 1 I0<R>

dt ~ na?sini i

do 1 9<R>

At~ na%e  de i

donde < R > es la funcién perturbadora promediada para un perturbador externo.

Si nos interesa analizar los efectos de los términos seculares, debemos despreciar todos
aquellos términos de la funciéon perturbadora que posean alguna longitud media. Si estudiamos
la parte directa de la funcién perturbadora desarrollada a segundo orden[ecuacién (V-23)] se
ve que para obtener términos seculares debemos considerar s6lo j = 0 en los argumentos de

los cosenos que contengan A y A. Esto nos da:

<Rp >=Cy+ Cy(e® + €?) 4+ Cy5* + Czee’ cos(&’ — @), (V-42)
donde: { i
CO = 5 b(lo)(a)a
2 3
1
C,= = [204D + onDz} b(lo)(a),
8 2
1
Cy= —Saby(a),
2 2
1
03 = - |:2 — QO[D — Oé2D2i| b(ll) (O{)
4 3 _
Como estamos asumiendo que s = 0, en < Rp > no hay términos que contengan ss’ o

s". Por otra parte, si analizamos R [ecuacién (V-24)], vemos que no hay terminos que no
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contengan al menos una longitud, por lo cual podemos concluir que la parte indirecta de
la funcién perturbadora para un perturbador externo no contribuye con términos seculares.

Si reemplazamos la ecuacion (V-42) en la ecuacién (V-11), y esta en la ecuacion (V-41)

da T
— =0
( dt ) Ssec 7

de m’
— = na— Cse'sin(@ — &),
(dt>566 mO ’ ( )

<dQ> m’ Cg
I = no—m—,
dt sec mo 2

d"‘ !/ /
< w) = nall [26’1 + oS cos(w — )|,
e

obtenemos:

(V-43)

dt _

donde se hizo el reemplazo k*m’ ~ n%a3(m//mg), y mg es la masa central. Si asumimos que

e > €, las soluciones aproximadas a las ecuaciones (V-43) son:

a = ao,
/
e= ey— dg?dt;:o Cse’ cos(wy — @),
(V-44)
/
C
Q= Qy+ nall =22 t,
mo 2
m/
W= wy+na—20C"t,
mo i

donde el subindice 0 representa los valores en el instante t = 0, y hemos tomado para sim-
plificar @ = 0. Estos resultados indican que no habra un cambio de semieje debido a efectos
seculares, que tanto {2 como @ se incrementaran o disminuiran linealmente con el tiempo. El
movimiento directo del perihelio o del nodo se denomina PRECESION, mientras que REGRESION
indica un movimiento retrégrado. Tanto la precesion como la regresion del perihelio y del nodo
es una consecuencia natural de los términos seculares de la funcién perturbadora. Por otra
parte, la excentricidad variard periédicamente con una amplitud |(na)/(dw/dt)(m'/mg) Csé'|.

Supongamos ahora que se desea estudiar el movimiento de un asteroide con a = 327TUA y
consideramos como perturbador a Jupiter. Como o’ = 5,2 U A la relacién entre los periodos de

3/2

ambos cuerpos es a = (3,27/5,2)%* ~ 0,499 y tenemos que se cumple la relacién 2n’ ~ n y es
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de esperar que los términos resonantes sean importantes. Por lo tanto, en la proximidad de la
resonancia 2 : 1, ademas de los términos seculares debemos considerar los términos resonantes
del desarrollo de la funcién perturbadora que contienen 2\ — \.

Si analizamos la expresion del desarrollo de segundo orden para Rp [ecuacién (V-23)]
vemos que hay dos términos que tienen cosenos cuyo argumento contienen 2\ — X\ para un

valor especifico de j. Entonces, < Rp > es:

<Rp> =Cy+ Ci(e* +e?) + Cys® + Csee cos(W' — @)+
(V-45)
+Cye cos(2N — XA — @) + Cse’ cos(2N — X — &),

donde los valores para Cy, C1, Cs, y C5 son los mismos del caso secular y:

[~4 —aD] b (),

N | —

1
Cs= 5 [3+aD b («).

1
2
Ademds, la parte indirecta de la funcién perturbadora Rg [ecuacion (V-24)] contribuye con
un término —2ae’ cos(2\ — X\ —&'). Si repetimos el proceso de reemplazar la ecuacién (V-45)
en la ecuacién (V-11), y el resultado en la ecuacién (V-41) obtenemos que la contribucién
debida exclusivamente a los términos resonantes es:
da m/ 1
— = 2naa— Cyesin(2N — X\ — @)+
dt res Mo

!/

+2naa— (C5 — 2a)€’ sin(2N — X\ — &),
mo

m/
() = na— Cysin(2\ — X\ — @),
Tes mO (V_46>

d"‘ /
(w) = nall G cos(2\ — X — ).

mgo €

Si ahora consideramos las soluciones aproximadas para las ecuaciones (V-46) asumiendo que
las cantidades que varian con el tiempo se encuentran solo en los argumentos de los cosenos

y que @ aumenta linealmente con el tiempo a una tasa determinada por los efectos seculares,
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tenemos:

2naa:g—' Cye N N ]
“= G~ 2n’ —n —0 do/dt [cos(2X — A — @) — cos(Ag + )] —
2naa:n”—; (Cs — 2a0)e’ , iy
— [cos(2N — A — @) — cos Ag]

2n' —n

na% Cy . . V-47
€= €t 2n’ —n . do/dt [cos(2X — A — @) — cos(Ao + )] , ( )
Q= QOa

na- €1
@ = G0t g Sy B — A @) +sin(o )]

Estas ecuaciones sugieren que a, €, y @ experimentan variaciones peridédicas con amplitudes

maximas: ) o % e
m TS 5 — 2a)e
A res — 2 - = )
(Aa) naamo [ 2n' —n — dw/dt| ‘ 2n’ —n ]
(Ao, — na% Cy
120/ —n —d@/dt]’
(A3) "y
W)res = =

Es importante notar que todas las amplitudes contienen un divisor de la forma 2n'—n—do/dt,
que corresponde a la derivada del argumento resonante 2\'—A\—&. Esto implica que la variacién
en los elementos serd cada vez mayor a medida que el objeto se acerque a la resonancia exacta
y 2n’ = n, pero en este caso el planteo simple que se desarrollé en esta seccién falla debido a
que se realizaron muchas aproximaciones.

En el andlisis precedente se ve que los términos resonantes que dominan el movimiento
de un objeto son aquellos en los cuales el argumento del coseno contiene jin’' + jon, donde j;
y J2 son enteros, que resulta muy proximo a cero. Por ejemplo, en el caso resonante anterior
los términos dominantes son aquellos con j; = +2 y js F 1 que resulta en 2n’ — n = 0.
Un resultado similar se puede obtener considerando los términos con j; = +4,+6,+£8,--- y
jo = F2,F3,F4, - - dado que estos valores también resultan en una relacién jin' + jon ~ 0.

Como siempre es posible aproximar el cociente entre dos niimeros reales mediante un nimero
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racional, pareceria ser que hay infinitas resonancias que pueden contribuir con términos de
gran amplitud para cualquier semieje mayor que se elija.

Es posible resolver este dilema considerando la expresion para la funcion S dada por
la ecuacién (V-38). Si por simplicidad consideramos un problema de tres cuerpos plano y

circular, el argumento resonante es:
p=nN+ja A+ s

Si escribimos j; = j + k, jo = —Jj, v ja = —k para cumplir la relacion de D’Alembert,
donde j y k son enteros, y asumimos que estamos cerca de una resonancia de modo que
Jan’ + joan = (j + k)n’ — jn =~ 0, los argumentos que contengan expresiones de la forma
¢ = (j+ k)n' — jn — k@ variaran lentamente y produciran perturbaciones de gran amplitud
y largo periodo. Por ejemplo, para la resonancia 2 : 1 tenemos 7 = £1,£2,+3,--- y k =
+1,+2,4£3,---. Si bien existe un nimero infinito de posibles resonancias para cada par j — k
la mayoria son débiles debido a que S o< e/l [ecuacién (V-38)] y e < 1, por lo cual la intensidad
de esos términos decrece a medida que k crece. Por ejemplo, la resonancia 21 : 10 es préxima
a la resonancia 2 : 1, pero en este caso S o e!! y la resonancia es débil.

El valor de k se denomina ORDEN del término resonante y corresponde al valor k = |j; + ja|
del argumento del correspondiente coseno. Como resultado, si bien existen términos resonantes
de alto orden todos ellos pueden despreciarse del mismo modo que se hace con los términos

de corto periodo dado que corresponden a resonancias débiles.
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