Unidad IV. El problema de n cuerpos

En las unidades precedentes hemos visto que el problema de dos cuerpos puede formularse
matematicamente de modo de poder predecir la posicion y velocidad de uno de ellos respecto
del otro en cualquier instante. Cuando el problema corresponde a mas de dos cuerpos que se
mueven bajo su atraccién gravitatoria mutua la complejidad se incrementa rapidamente y, en
general, no es posible formular una solucién analitica.

El Sistema Solar es un ejemplo clasico de un problema de n cuerpos donde el cambio de
posicion de los planetas al moverse alrededor del Sol resulta en una variacién de la fuerza
ejercida sobre alguno de sus miembros. Como en el caso del Sistema Solar el centro de fuerza
dominante es el Sol, los movimientos planetarios se aproximan bastante a un movimiento
producido por un sistema de dos cuerpos puro, denominandose PERTURBACIONES a cualquier
desviacion debida a la accién de otros planetas o fuerzas externas. Como las perturbaciones
deforman la érbita respecto de la cénica que se espera en un sistema de dos cuerpos, los
elementos orbitales que se calculan a partir de la posicion y velocidad son vélidos para un
corto lapso centrado en el instante para el cual se efectua el calculo. Por esta razén a los
elementos orbitales de los objetos afectados por algin tipo de perturbacién se los denomina

ELEMENTOS OSCULADORES de la érbita.

1. Movimiento del centro de masas:

Asumiremos que los cuerpos son esféricos y que poseen masas distribuidas homogenea-
mente de modo tal que sea equivalente considerar cuerpos puntuales. Para simplificar los
desarrollos en un primer momento consideraremos sélo tres cuerpos, pero una generalizacion
posterior a n cuerpos no presentara ninguna dificultad.

Si consideramos que los cuerpos en la Figura 13 tienen masas mq, ms, y ms, con vectores

de posicién ry, ra, vy r3, respectivamente, y las tnicas fuerzas actuantes son las atracciones
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Figura 13:

gravitatorias mutuas entre los cuerpos, tenemos que las ecuaciones de movimiento son:

mym mym
. 2 1ma 1ms
mity = k7| —5 Uiz + —5—uis |,
P12 P13
mMom, mMom
. 2 2M3 . 2My
mols = k —5 U223 — —5 U2 |, (IV—l)
P23 P12
v g2 msimsa . mgmy .
mgrg = —— 5 U223 — —5 W3 |,
P23 13

donde uj; son los vectores unitarios que refieren la posicién de un cuerpo a la de otro, y p; ;

son las distancias entre ellos. Sumando las ecuaciones (IV-1) e integrando dos veces tenemos:
mqry + mals + msrz = €1 ¢ + Ca, (IV-2)

donde ¢j y €3 son constantes de integracién vectoriales. El lado izquierdo de la ecuacion
(IV-2) define el centro de masas del sistema de particulas R [ver ecuacién (II-5)], y como
M = mq + my + mg, tenemos:
S Cit Gy

- ﬂ + ﬂ, (IV-3)
que es idéntica a la ecuacién (II-6) y que indica que el centro de masas permanece en reposo
o se mueve en el espacio con movimiento rectilineo uniforme. Esta expresion constituye una
PRIMERA INTEGRAL de las ecuaciones de movimiento en la cual intervienen seis constantes

arbitrarias.
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2. La integral del momento angular:

Si calculamos el producto vectorial de ry, ra, y r3 por las ecuaciones (IV-1), respectiva-

mente, y sumamos obtenemos:

S o — K (mm< ) x iz 205 - 1) X uaet
; P12 023
(IV-4)
msm
+L(I‘1 —r3) X uA13> )
P13

pero ry — ry, rs — 'y, y r; — rz son colineales con ujs, ussz, y ujs, respectivamente, por lo

cual la ecuacion (IV-4) se puede escribir:

d

T (Z r; X m; r1> =0. (IV-5)
La cantidad entre paréntesis es el momento angular total del sistema con respecto al origen, L
que, por la ecuacion (IV-5), es constante y nos permite obtener una SEGUNDA INTEGRAL de
las ecuaciones de movimiento. La linea a lo largo de la cual se encuentra L se denomina LINEA
INVARIANTE y el plano perpendicular a ella que pasa por el centro de masas del sistema se

llama PLANO INVARIANTE.

3. La integral de la energia:

Una TERCERA INTEGRAL de las ecuaciones de movimiento es andloga a la ecuacién (I-47).
Si calculamos el producto escalar de ry, r', y rz por las ecuaciones (IV-1), respectivamente,

y sumamos obtenemos:

e mimsa . . . mams . . .
> m;rief = K ( 5 Uiz e (I —ry) + —5— upz @ (r's — r3)+
P12 P23
(IV-6)
mgsmy . . .
+ Uiz @ (I‘l — I'3)> .
P13
Ademds, tenemos que ry — ry = —pi2, I'1 —I's = —pi3, ¥ 'y — I's = —pag, V!

.o d . dpij . o .
pi,j d (pl’J 1:J> dt]ul,.] +p173u1,.] v, ] = 172737 ? 7&]

Como uj; es un vector unitario, u}yj ou;; = 0y ujjeu;; = 1. Reemplazando en la ecuacion

(IV-6) tenemos:

iml o k2 (mﬂnz dp12 I momsz dpaz MM dp13> . (IV—?)

i=1 ply  dt p3s dt pts  dt
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Esta ultima expresién puede escribirse como:

d 1 d
a l S m fﬁ} — 2l <m1m2 SRCUL m1m3> . (IV-8)
dt |2 dt \ pi2 P23 P13
que integrando nos da:
1 3
S Tmidt +V =€, (IV-9)
24
donde V' = —k2(myma/p1a + mams/paz + mims/p13) es la energia potencial del sistema, el

primer término de la izquierda es la energia cinética del sistema, y £ es una constante que se

denomina energia total del sistema. La ecuacién (IV-9) es la INTEGRAL DE LA ENERGIA.

4. El teorema del Virial:

Consideremos el momento de inercia del sistema de cuerpos:
3
-2
1= Z m;Tri .
i=1

Diferenciando dos veces respecto del tiempo obtenemos:

]_dZI 3 3
S T 2 Mty ) it e

i=1 i=1

3 3
.9 4
= g m;ri” — E rie V,V,
i=1 i=1

donde V es la energfa potencial del sistema y 27" = Y2, m,r;® es el doble de la energfa

cinética. Como Zg’zl r; e V;V = —V, tenemos finalmente que:
d?7

que es el TEOREMA DEL VIRIAL, que indica que para que el sistema sea estable d*Z/dt* debe

ser menor o igual a cero, aunque esta no es una condicion suficiente.

5. Propiedades del movimiento:

En las secciones prcedentes encontramos una serie de propiedades que es conveniente
analizar en forma conjunta. En primer lugar, la energia potencial del sistema depende sélo de
las distancias relativas entre los cuerpos y su valor es un invariante ante traslacién del origen

de coordenadas o ante rotaciones.
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Segundo, debido a esta invariancia aparecen las integrales del momento angular y las co-
rrespondientes al movimiento del centro de masas del sistema. Estas integrales introducen
NUEVE constantes de integracion: seis que definen la posicion del centro de masas para cual-
quier instante y tres que fijan la orientacion del vector de momento angular. Lamentablemente,
al no poder fijar un origen y una orientacion de los ejes de coordenadas en el espacio no es
posible determinar estas nueve constantes mediante condiciones iniciales basandose solo en
observaciones.

Finalmente, una décima constante aparece debido a la integral de la energia, pero para
resolver las ecuaciones de movimiento de un sistema de n cuerpos se necesita encontrar 6n
constantes. Por ejemplo, para un problema de tres cuerpos se requieren 18 constantes de las
cuales solo dispongo de 10.

En conclusién, el problema general de n cuerpos NO TIENE UNA SOLUCION ANALITICA
por lo cual no es posible predecir el movimiento de los cuerpos bajo los efectos gravitatorios

mutuos para cualquier instante partiendo de sus posiciones y velocidades iniciales.

6. Ecuaciones de movimiento relativo:

La imposibilidad practica de establecer un origen y un sistema de coordenadas fijo en el
espacio para referir el movimiento del sistema puede ser solucionado considerando el movi-
miento de n — 1 cuerpos con respecto al restante. Por ejemplo, en el caso del Sistema Solar se
considera como cuerpo central al Sol y se refiere el movimiento de los restantes objetos a su
posicién en el espacio. Para simplificar los desarrollos consideraremos en las discusiones sélo
tres cuerpos, pero una generalizacion posterior a n cuerpos no reviste ningiin inconveniente.

Si elegimos como origen de coordenadas la posicién de my, si restamos la primera de las

ecuaciones (IV-1) de las otras dos y simplificamos, obtenemos:

. k*(my +ma) . ) I IR
rjg = ————5——— Uiz + k"mg |5 uz3z — - uiz|,
12 1723 T13
(IV-11)
. k? (ml + m3) ~ 2 1 ~ I .
rig= ————5——— Uiz +k"my |[—— Uzz — — Uiz,
r r r
13 | 723 12

que corresponden a las ecuaciones de movimiento relativo de mgy y ms respecto de my. El
primer término de la derecha representa la aceleracién del cuerpo debido a la accién de my,
el segundo término a la aceleracion del cuerpo debido al tercero actuante, y el tercer término
a la accién del tercer cuerpo sobre my. Claramente, si m3 = 0 las ecuaciones se reducen a un

sistema de dos cuerpos.
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m(z,y,z)

m' (33/, y/’ Z/)

Figura 14:

Si colocamos a mq, que es la masa dominante del sistema, en el origen de un sistema
cartesiano de coordenadas, denominamos como m a la masa del cuerpo bajo estudio con
o , .
posicién ¥ = (x,y,z), y como m’' la masa del cuerpo que perturba el movimiento de m

alrededor de m; con posicién v/ = (2,1, 2') (Figura 14), las ecuaciones de movimiento para

m SOn: . ~

2 = /! _ /
f:—kﬂ%r+ﬁm<r r—r>, (IV-12)

TS p3 r/3
donde M =my+my p=|r' —£|. Como p* = (z/ — x)> + (y — y)> + (2' — 2)?, tenemos que:

—
—

r —r
3
Joj

= Vp L (IV-13)
Ademés, como T es independiente de 1, podemos escribir:

€<r°r>_.r (IV-14)

7’3 r3 '

Reemplazando en las ecuaciones (IV-12) tenemos que:

EPMrE o
P MU G
r
B (IV-15)
1 rer’
2
R:km'(p— /3 >7

donde R se denomina FUNCION PERTURBADORA. Es obvio que si R = 0 obtenemos el pro-

blema de dos cuerpos donde m se mueve alrededor de m; sin perturbacion, movimiento que
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se denomina KEPLERIANO. Si exite més de una masa perturbadora, la funcién perturbadora
total sobre la masa m es la suma de las funciones perturbadoras de cada masa perturbadora
individual y las ecuaciones (IV-15) son:

k2 My

r3

r=

+Y VR, (IV-16)

7. El problema restringido de tres cuerpos:

Si bien el problema general del movimiento de tres cuerpos sujetos a su mutua atraccién
gravitatoria no ha sido resuelto, se han encontrado algunas soluciones para casos particulares.
Uno de ellos es el PROBLEMA RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS donde dos cuerpos de masa
finita se mueven uno alrededor del otro en érbitas circulares y coplanares, mientras el tercero
de masa infinitesimal se mueve en su campo gravitatorio.

Supongamos que el origen de coordenadas es el centro de masas de los dos cuerpos masivos
y consideremos que los ejes rotan con las masas de forma que éstas siempre permanecen en
el eje z (Figura 15). Si la masa unidad es la suma de ambas masas y el objeto menos masivo
tiene masa p < 0,5, la masa del méds masivo es (1 — ), con posiciones fijas (x2,0,0) y (21,0, 0),
respectivamente. Como el origen de coordenadas se encuentra en el centro de masas, se asume
que x; es negativo y que la unidad de distancia es (—x1 + 3). para simplificar aun mas los
calculos, también se utiliza una unidad de tiempo tal que k = 1. Entonces, en estas unidades

los ejes rotaran con velocidad angular constante:

A—p+n _

=k
v (-l’l + $2>3

1. (IV-17)
Si la masa infinitesimal se encuentra en las coordenadas (z, vy, z), las distancias a los objetos
masivos son:
(€ —2) +y*+ 2" = i,
(IV-18)
(x —x)*+y?+ 22 = 13
Si consideramos que la velocidad de la masa infinitesimal es v, la energia potencial modi-

ficada para considerar la rotacién de los ejes es:

1
Vi=V -~ §w2r2, (IV-19)

donde V es la energia potencial del sistema, —%wzrz es la energia potencial de la rotacion, y r

es la distancia de la masa infinitesimal al centro de masas. Entonces, la integral de la energia
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Figura 15:

modificada considerando la rotacién de los ejes es:
Ly
- Vr=_¢£.
"
Utilizando las ecuaciones (IV-17) a (IV-19), y reordenando obtenemos:

2(1 — 2
v? = M—l——u—l—:ﬁ#—y?—c, (IV-20)
1 T2

donde C = —2€ es una constante. La ecuacién (IV-20) se denomina INTEGRAL DE JACOBI.
Para completar la solucién se requieren cinco integrales mas, pero lamentablemente no son
conocidas. De todos modos, la discusién de la ecuacién (IV-20) permite definir algunas de las

propiedades del movimiento.

8. Criterio de Tisserand:
Debido a la rotacion de los ejes de coordenadas, la velocidad de la masa infinitesimal es:
V=I—12XT, (IV-21)

donde Z es el eje de rotacion y v es la velocidad considerando la rotacién de los ejes coorde-

nados. Entonces:

Vi=0? =[P +r?—2re(2x7T)=
(IV-22)
=P +22+y*—2Zze(FxT).
Reemplazando en la ecuacién (IV-20):
2(1 — 2
#2250 (Exi) = 20 ZM 2 o (IV-23)

T T2
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donde 7T es una constante. Supongamos ahora que la masa infinitesimal es un cometa periédico
y que los cuerpos masivos son el Sol y Jupiter (u ~ 1073). Si encontramos la posicién y

velocidad del cometa mediante observaciones tendremos que:

2 1
|I‘|2 = - T
rooa
y:
7o (Fxt)=|L| = /a(l —€?) cosi.

Reemplazando en la ecuacién (IV-23):
1 o2 2(1—=p) 24
Z 4 2.a(l — e2 St S e G
” + 24y/a(l — €?) cosi . - - +

Como en el Sistema Solar r ~ r;, tenemos que aproximadamente:

1 1 1
—e2 ) — — -
. +2y/a(l —€?) cosi =2u <7"1 > +7T. (IV-24)

T2

Si el cometa se observa muy lejos del Sol y de Jupiter, tenemos que r; ~ ro y entonces:

1
/ 2 = V-
, +2y/a(l —e?) cosi =T. (IV-25)

Como 7T es una constante, si el cometa se acerca a Jupiter y sus elementos orbitales cambian
de (ay,e1,71) a (ag, e2,1i2), podemos aun identificarlo ya que:

1 1

— +2y/a1(1 —€?) cosiy = — + 2y/as(1 — €3) cosis.

—2/an(1 = &) cosis = = +2\/ax(1 = ) cosis

A la constante T se la denomina CONSTANTE DE TISSERAND. Si utilizamos en la ecuacion
(IV-25) los elementos orbitales de Jupiter obtenemos 7 = 3 que corresponde a un valor de
referencia en el Sistema Solar. Si T < 3, posiblemente el objeto sea un cometa, y si 7 > 3

posiblemente sea un asteroide.

9. Superficies de velocidad relativa cero:

Si en la ecuacién (IV-20) hacemos que v = 0, tenemos que:

2(1 — 2
A=p) v H 22 2=, (IV-26)
1 T2

que si lo restringimos al plano de las érbitas de los objetos masivos (z = 0), para cierto valor

de C indicard CURVAS DE VELOCIDAD CERO que limitan el movimiento de la particula sin
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masa. En realidad estas curvas representan la interseccién de superficies de velocidad cero en
el espacio, llamadas SUPERFICIES DE HILL, con el plano xy.

2 cambiaria de signo por lo que indican que el movimiento

Si estas superficies se cruzan, v
es posible solo de un lado de la superficie y siempre se debe cumplir que —2& > C. Entonces,
la ecuacion (IV-26) define el limite de regiones donde el movimiento de la particula sin masa
no es posible. En otras palabras la ecuacién (IV-26) EXCLUYE regiones y, si bien el problema
de tres cuerpos no es integrable, la integral de Jacobi nos permite encontrar zonas en el plano
xy donde la particula no puede estar.

Si se consideran valores grandes de x e y que satisfagan la ecuacién (IV-26), los radios r y
ro también son grandes y los dos primeros términos de la izquierda son muy pequenos, lo que
permite interpretar la ecuacién como la correspondiente a un circulo donde 22 + y? = C — «,
siendo € muy pequeno. En el espacio esta superficie corresponde a un cilindro de eje paralelo
al eje z.

Si ahora se consideran valores pequenos para x e y que satisfagan la ecuacién (IV-26),
los radios r y 9 también son pequenos y ahora el tercero y cuarto término de la izquierda
son muy pequenos. En este caso, la ecuacion (IV-26) representa dos curvas equitotenciales
alrededor de los cuerpos masivos, que en el espacio corresponden a dos figuras ovales.

Si el valor de C comienza a disminuir, las curvas equipotenciales internas crecen hasta que
llega un punto donde entran en contacto entre ellas. Si C sige disminuyendo, la curva oval
alrededor del menor de los cuerpos masivos entra en contacto con la curva exterior y luego
sucede lo mismo con la otra curva oval. Finamente, al disminuir aun mas C las curvas se
contraen hasta desaparecer en puntos equidistantes de ambos cuerpos masivos. Este proceso
se muestra en la Figura 16 para u = 0,2, correspondiendo las sucesivas figuras a C = 5,000,
C = 3,805 (primer contacto), C = 3,553 (segundo contacto), C = 3,1975 (tercer contacto),

C = 2,9, y por ultimo la combinacién de varias de estas curvas para 5,0 < C < 2,8.

10. Los puntos de equilibrio:

La ecuacién de movimiento para el problema restringido de tres cuerpos es:
V+22xi=-VV, (IV-27)

donde:
1 1-—
V=@ )+ —E+ & (IV-28)
2 T T9
es el potencial modificado. Si la masa infinitesimal se encuentra inicialmente en reposo respecto

de los ejes coordenados en rotacion se comenzara a mover en direccién de —VV. Como las
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superficies de velocidad relativa cero pueden escribirse [ecuacién (IV-26)]:
1
F(z,y,2) =V + §C =0, (IV-29)

las normales en cada punto de la superficie tendran cosenos directores proporcionales a F'/0z,
OF /0y, yOF/0z, por lo que el cuerpo de masa infinitesimal que se encuentra inicialmente en
reposo comenzara a moverse en la direccion normal a la superficie por el punto que ocupa
inicialmente. Pero si por el punto que ocupa pasan dos normales, el cuerpo no tendra razon
para moverse en uno u otro sentido y permanecera quieto. Estos puntos dobles se denominan
PUNTOS DE EQUILIBRIO y ocurren para valores estacionarios de F' donde se cumple:

oF OF OF

dr Oy 90z

0z r3 r3 )’

los puntos de equilibrio estéan en el plano zy, por lo que podemos poner z = 0 y resolver para

0F/0x =0y 0F/0y = 0:

Como tenemos que:

~(1- —~ =0
v (=n)—5 7 :
(IV-30)
y Y
—(1—p)% —pg=0.
y—( ’“‘>r§ g

La segunda de las ecuaciones (IV-30) se satisface con y = 0, y en este caso la primera de

esas ecuaciones es:
r — T T — X9

r—(1—p) = 0.

Esta ultima expresién se muestra en la Figura 17 y tiene tres raices reales, las cuales se

|lx — 2|3 B N|x — 253

denominan PUNTOS LAGRANGIANOS Ly, Ly, y L3 0 PUNTOS COLINEALES y que corresponden
a los puntos de contacto entre las curvas que se observan en las Figuras 16b, c, y d.

Siy # 0, la segunda de las ecuaciones (IV-30) es:

1 —
L 3u)_g:0_

3 rs

Si la multiplicamos por (z — x2) y (x — 1) y restamos separadamente los productos de la

primera ecuacién (IV-30), tenemos:




-1.5

-0.5 0 0.5 1 1.5
X

Figura 17:
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pero xo = 1 — pu y x1 = —p ya que el origen se encuentra en el centro de masas del sistema

de cuerpos masivos, entonces estas ecuaciones se reducen a:
THT =T = 1.

Estos puntos de equilibrio forman triangulos equilateros en el plano xy con los dos cuerpos
masivos. Estos puntos se denominan PUNTOS LAGRANGIANOS Ly (y positivas) y Ls 0 PUNTOS
TRIANGULARES y corresponden a los puntos equidistantes de ambos cuerpos masivos en la

Figura 16e o f.

11. Estabilidad de los puntos de equilibrio:

No es suficiente con identificar que existe un cierto niimero de puntos de equilibrio en el
problema restringido de los tres cuerpos. Es necesario determinar también si estos puntos son
estables.

En el problema restringido de los tres cuerpos hemos encontrado cinco puntos de equilibrio
en el movimiento de la particula sin masa. Si desplazamos levemente a esta particula de la
posicién exacta de equilibrio y obtiene una pequena velocidad, puede oscilar alrededor de los
puntos de equilibrio, por lo menos durante un largo tiempo, o alejarse rapidamente. En el
primer caso se considera que el movimiento es estable mientras que en el segundo caso se lo
considera inestable.

Como el concepto de “estabilidad” tiene varias interpretaciones, es conveniente formularlo

matematicamente mediante una aproximacion lineal. Consideremos las ecuaciones:

d?z  _dy
—_— 27 p—
ey @)
(IV-31)
d?y  _dx
_— 27 frd
gz T2g = M),

donde [ y m son funciones de x e y arbitrarias. Supongamos que una solucién particular de
las ecuaciones (IV-31) se obtiene para z = g e y = Yo, 0 sea l(zo,y0) = 0y m(zg,yo) = 0. Si

le damos a la particula un pequeno desplazamiento y una pequena velocidad, tenemos que:

T = X+ €, Y = Yo T €y,
de _ de, dy _ dey
de  dt’ dt — dt’
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donde €, €,, de,/dt, y de,/dt son inicialmente muy pequenas. Si reemplazamos en las ecua-
ciones (IV-31):

d2e, de
de2 - 2d7ty = l(l’o + €z, Y0 + Ey)a
(IV-32)
d2e de,
?23/ - ZE = m(xo + €, Yo + €)-
Si desarrollamos los términos de la derecha mediante series de taylor, tenemos que:
d?e, 2d€y ol n ol n
— )—Z = —€, —€ SN
dt? dt e, Je, Y
(IV-33)

d?e, de, 87m om
de2 dt e,

Como €, y €, son inicialmente pequenios podemos despreciar sus potencias altas, al menos
durante un considerable tiempo, asi que no consideraremos los términos que involucren cua-
drados o potencias superiores. Entonces, nos queda un sistema de ecuaciones diferenciales con

coeficientes constantes cuyas soluciones pueden expresarse de la forma:

4

€, = Z Qv em,

=1

4
€y = Z ﬂl e)w't’
=1

donde «; y 3; son constantes. Si las ); son ntimeros imaginarios puros, tanto €, como €, se
pueden expresar mediante funciones periddicas y la solucion inicial es ESTABLE. Si cualquiera
de las \; son numeros reales o complejos, €, y €, cambian indefinidamente con ¢ y la solucién
inicial es INESTABLE.

Para aplicar el estudio sobre estabilidad a la ecuacion de movimiento del problema res-

tringido de los tres cuerpos, tenemos para cada componente [ecuacién (IV-27)]:

A’z _dy (x — x1) (x — x2) 1
S L A . =

dt2 dt Zz ( IL(/) 7,,213 :u r% (m,y,Z),
d?y  _dx

Y Y
—Z 42 —y—(1—p)= — = =




Los puntos colineales ocurren para x = zp,, y = 0y 2 = 0, donde ¢ = 1, 2, 3 corresponde a L,

Ly y L, respectivamente. Si consideramos ahora que x = g, + €;, Yy = €,, y 2 = €., tenemos

que dz/dt = de,/dt, dy/dt = de,/dt y dz/dt = de,/dt, y también:

ﬁe +ﬁ€ +ﬁ6: €+2(1—M)6x+ 2/1€s
Oe, © ey V Oe, T (wo, —m)® (0, — T2)3
om om om (1— e, L€y
a_ =z a_ a6 = - - ) IV-34
863;6 (%y v + 86Z6 v (33'01. — $1)3 (in — 1'2)3 ( V-3 )
on on on (1 —pe, LE
37%% " 37%% i 37@62 (o, —m)® (zo, —x2)*
Si escribimos: a )
— p f
A'L' = + )
(o, —x1)* (w0, — 22)°
podemos escribir las ecuaciones (IV-33) del estudio de estabilidad como:
d’z dy 1
— —2— = (1+42A4))e,,
a ~ Zar — (e
d?y  _dx
— 249" = (1- A4 IV-35
az Ty Jev (IV-35)
d?z
@ == —A,sz. |

La ultima ecuacién es independiente de las otras dos y puede ser tratada separadamente. Su
solucién es:

€. = ¢y eVt 4oy e VAL (IV-36)

que indica que para los puntos lineales, y para pequenos desplazamientos, el movimiento
paralelo al eje z es periddico con periodo 27 /+/A;.

Para resolver las restantes dos ecuaciones (IV-35) proponemos que:
€, = Ke, €y = LeM,

donde K y L son constantes. Reemplazando estas expresiones en las dos primeras ecuaciones

IV-35 dividiendo por e, tenemos:
( y P :

A2 — (1+2A4,)]K —2\L =0,
(IV-37)
2AK + [N — (1 - A)]L =0.
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Las ecuaciones (IV-37) se satisfacen con K = L = 0, pero en ese caso €, = ¢, = 0. Para que
las ecuaciones (IV-37) se satisfagan con valores de K y L diferentes de cero se requiere que el

determinante de los coeficientes de esas ecuaciones sea cero:

N — (1+24) -2\ 0
2 N (1—A) |

0, lo que es lo mismo:
MAEN2 — A) + (1+24)(1— A;) =0.

Para que exista estabilidad A debe ser imaginario puro, entonces deben existir dos raices reales
negativas para A\2. Para obtener este resultado se deduce de la expresién para encontrar las
raices de una expresion cuadratica que debemos tener al menos 1 — A; > 0. Como la primera

del las ecuaciones (IV-30) para y = 0 se puede escribir:

X2

xr
vo,(1— A) + (1 — p)= +p= =0,
1 T3
pero como 1 = —i y o = 1 — u, tenemos:
1 1
(1—A;) — pu(l— ———=| =0,
'TOZ( ) :u( :u) [T% T‘%’]

que reacomodando nos da:

(EORILEYIY ESA}

3 3
Zo, ryooT

Como siempre 1 — A; serd negativo (r1 siempre es mayor que 79, salvo para Lz donde xo, < 0),
las soluciones para los puntos lineales son siempre inestables.
En el caso de los puntos triangulares tenemos r; = ro = 1 y podemos escribir las ecuaciones

(IV-35) como:
d?z  dy 3 3v/3 T

CF oW 2 V2 g
T TR e G DL
d?y dx 3v3 9
—Z 42" =Y —2u)e, + - (IV-38)
ETER T p (= 2me+ gey,
d?z
w - -

Nuevamente, la dltima ecuacién (IV-38) es independiente de las otras dos y su solucién es:
€, = ¢y sint + ¢y cost, (IV-39)
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que indica que para los puntos triangulares, y para pequenos desplazamientos, el movimiento
paralelo al eje z es periddico con periodo 2.
Para encontrar las soluciones para las restantes dos ecuaciones (IV-38) se repite el proceso

aplicado para los puntos lineales y se obtiene:

I 3 3V3 ] ]
AZ—ZJK— l2A+Z—(1—2M) L =0,

' (IV-40)

2A—3\/_(1—2u)]K+[A2—Z_L =0,

cuyo determinante de los coeficientes igualado a cero corresponde a una ecuaciéon de cuarto
grado:
4 5 27
AT A +Z,u(1—p):0.
Considerando que es una ecuacién cuadratica en A? tenemos:

—1— /1 —27p(1 — p)
2 Y

)\172 = :|:\
(IV-41)

—1+ /1= 27p(1 — p)
5 .
Como para indicar estabilidad las raices deben ser reales negativas, para encontrar las condi-

/\374 = =+

ciones de estabilidad es suficiente con exigir que e = 1 — 27u(1 — ) > 0. Si resolvemos para

L
1 23 + 4e

=73 108

Como p < 1/2 tomamos el signo menos y tenemos que la condicién de estabilidad para los

puntos triangulares es € > 0 o:

= <1 \/23—00385
H1 = 5 18~ 0

Si realizamos un analisis no lineal de la estabilidad se encuentra que los puntos triangulares son
estables para 0 < p < pq, excluyendo los valores particulares pu = (1— —\/ 1833) = 0,0243 - - -,
y u=3(1—2+v117) = 0,0135- - - donde aparece inestabilidad.

12. Movimiento cerca de los puntos triangulares:

En el analisis precedente se eligié un sistema de unidades donde el movimiento medio de
la menor de las masas es w = 1 con un periodo orbital 27. En este sistema, el movimiento

resultante para la particula sin masa tiene dos componentes:
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Figura 18:

» una componente de periodo corto e igual a 27w /|A; 2| ~ 2.
» una componente de periodo 27/|\3 4| méds largo que el anterior.

Las amplitudes de estos movimientos dependeran de las constantes que se obtengan para las
soluciones generales de €, y €,, pero el movimiento se caracteriza por un movimiento de largo
periodo de un EPICENTRO alrededor del punto de equilibrio mientras la particula describe
un movimiento simultaneo de corto periodo alrededor del epicentro denominado EPICICLO
(Figura 18). Al movimiento del epicentro alrededor del punto de equilibrio se lo conoce como
movimiento de LIBRACION.

Si bien las soluciones encontradas para el movimiento alrededor de L, y Ls son validas
en la vecindad de estos puntos, siempre es posible recurrir a la integracién numérica de las
ecuaciones de movimiento para estudiar como se mueve la particula cuando se aleja de los
puntos de equilibrio. La integracion numérica sera tratada en las proximas unidades, pero
ahora podemos decir que lo que sucedera en este caso es que la elipse del movimiento del
epicentro se deforma y su eje mayor se extiende sobre la orbita que describe la particula
alrededor del centro de masas del sistema en direccién a Ls. Esta libracién alrededor del
punto de equilibrio, que se denomina ORBITA TIPO TADPOLE debido a su forma alargada,
se puede extender por arcos cada vez mas alargados dependiendo de que tan lejos del punto
de equilibrio se encuentre inicialmente. En ciertas condiciones, y para puntos de inicio del
movimiento algo mas alejados del punto de equilibrio, el arco cubierto por el movimiento
del epicentro sera tan grande que abarcard tanto a L3 como a ambos puntos triangulares. A

este tipo de drbitas se las denomina ORBITA TIPO HERRADURA. Si la posicién inicial de la
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particula es mas lejana atin del punto de equilibrio, el movimiento del epicentro no cambia de
direccion y se dice que la particula CIRCULA en su oérbita.

En el Sistema Solar los asteroides troyanos se mueven en Orbitas tipo tadpole alrededor
del los puntos L4 v Ls del sistema Sol - Jupiter. Las amplitudes de libracién de estos objetos
pueden exceder los 30°, pero el valor medio es de 14°.

La existencia de troyanos no es tnica del sistema Sol - Jupiter. Por ejemplo, el asteroide
(5261) Eureka se encuentra librando alrededor del punto Ls del sistema Sol - Marte, y el

asteroide (3753) Cruithne tiene una 6rbita en herradura en el sistema Sol - Tierra.

13. Algunos desarrollos en serie ttiles:

Debido a que existen pocos problemas de mecanica celeste con solucién analitica, usual-
mente se recurre a aproximaciones para lograr soluciones a problemas particulares. En la
préoxima unidad se estudiara el problema de desarrollar la funciéon perturbadora en términos
de la excentricidad e inclinacion de los objetos involucrados. En esta seccién se encontraran
algunos desarrollos fundamentales que se necesaitardan mas adelante.

Una de las relaciones fundamentales es r/a porque sirve de inicio para muchos otros
desarrollos necesarios. Si partimos de la ecuacion de Kepler tenemos que:

OFE  esink
“Ge " 1—ecosE’

dM = (1 — ecos E)dE,

entonces: OF
e—dM =esin FdFE.
Oe
Esto puede integrarse para obtener:
M OF
e —dM = —ecos E + C,
0o Oe

donde C' es una constante. Si reemplazamos en la anterior el desarrollo en serie para E en

funcién de e y M [ecuacién (A-3)], tenemos:
M
—ecosE=C+e / (sin M +esin2M + ---)dM,
0
pero como r/a =1—ecos E:
r 1,
—:1+C’—ecosM—§e cos2M + - - -,
a
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Para encontrar C' podemos asumir que la serie es absolutamente convergente (cosa cierta para
valores de e moderados), e integrar ambos lados de la ecuacién anterior respecto de M entre

los limites 0 y 27:

2 27
/ idM:27T(1—|—C')—e/ cosMdM —---.
0o a 0

Los términos trigonométricos se hacen cero al integrar entre estos limites, y el lado izquierdo

puede evaluarse notando que r/a y dM pueden expresarse en funcién de F' y dE. Entonces:
L,
27 (1 + 3¢ ) =2r(1+0C),
lo que implica que C' = €?/2. Finalmente:

1 1
T —1—ccosM — 562(COS2M -1)— §e3(0053M —3cos M) —---.
a
En general, este desarrollo en serie se puede expresar utilizando la funcion de Bessel, la cual

se puede escribir como:

B

S sl\2) o Y(s+1)(s+2)--(s+7)

para valores de s positivos. Esta serie es absolutamente convergente para cualquier valor de

x. Entonces, la serie para r/a estard dada por:

1 > 1d
2 =1+ 562 —2e }:1 g&.ﬂ(se) cos sM =
¢ 3¢? (IV-42)
=1—ecos M + 5(1 —cos2M) + ?(cosM — cos 3M )+

4
+%(cos 2M — cos4M) + O(e?).

Otra serie 1til es la que corresponde a (a/r)® que se deriva de la serie para r/a:

3 3 9
(a) =1+ 3ecos M + €? (+COS2M)+
r 2 2
27 53
4 (8 cos M + g cos SM) + (IV-43)

15 7 7
4 <8 + 5 cos 2M + y COS4M> + O(e?).
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La serie para sin f es:

= 1d
sinf =2vV1—e2) —d—js(se) sin sM =
s=1 sae

=sin M + esin 2M + € (Zsin?)M — ;sinM> +
(IV-44)

4
+e? < sindM — 7si1r12]\4> +
3 6
1 2 2
+et <1972 sin M — 18; sin 3M + 28451 sin 5M) + O(e”).

La serie para cos f es:

21l—er) X1 d
cos f = —e—i—HZSdJS(se)cossM—
s=1

=cos M + e(cos2M — 1) + 262 (cos3M — cos M) +
(IV-45)

4
—|—§e3 (cos4M — cos2M) +

25 225 625
429 249 bzo 5
<192 cos M — {98 °0 3M + 354 O 5M> + O(e’).

Supongamos que una cierta variable z puede expresarse como funcién de otra en un desarrollo
en serie, 0 sea z = £ — e@(&) para e < 1.Entonces, existe un método ttil para expresar £ en

funcion de z que se debe a Lagrange:

Ooejdjl

_ j _
z+§jj'd2]1 (2)). (IV-46)
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