Sector Orbital

Figura 12:

Unidad III. Determinacion de orbitas

En la unidad precedente se traté el problema basico de determinar la posicion y velocidad
de un objeto a partir de sus elementos orbitales o viceversa. En esta unidad veremos cémo
determinar los elementos orbitales a partir de observaciones angulares realizadas desde la
Tierra. Este no es un problema simple debido a que no se conoce la distancia al objeto y
debemos trabajar mediante procesos iterativos a partir de una estimacion previa.

Como necesitados determinar seis elementos orbitales, necesitamos obtener observaciones
que provean seis cantidades independientes. Como cada observacién provee dos coordenadas
(ascencién recta y declinacién, o longitud y latitud ecliptica), se requieren tres observaciones
para tres instantes diferentes. Supondremos que estas coordenadas son geocéntricas y han sido
corregidas por aberracion, precesién, nutacion, y cualquier otra irregularidad de la rotacion

terrestre.

1. El método de iteraciéon en P de Herrick y Liu:

Antes de embarcarnos en la discusion del problema descripto mas arriba consideraremos un
caso particular donde se conocen dos radios vectores del objeto para dos instantes diferentes.
Este tipo de problema es de importancia para el calculo de orbitas de transferencia, encuentros
entre dos vehiculos espaciales, etc. Si bien existen varios métodos para resolver este tipo de
problema, describiremos un método propuesto por Herrick y Liu que es bastante sencillo y

consiste en iterar sobre el valor del semilatus rectum P.
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Supongamos que son conocidas dos posiciones del objeto, r1 = (1,91, 21) y ¥2 = (22, Y2, 22),
y el intervalo entre ambos instantes es At = t5 — t;. Si ademads tenemos que f; y fo son las
respectivas anomalias verdaderas para ambos instantes, podemos decir que:

1 er;

cos(f2 — f1) =

rire

(I11-1)

sin(fa — f1) = Y\/1 —cos?(f2 — f1),

donde la constante Y toma valores de —1 o 1 si las dos posiciones definen una region de
la érbita que contiene o no el centro de fuerza, respectivamente. Por ejemplo, en la Figura
12 ambas posiciones definen un sector orbital que no contiene al centro de fuerza S y, en
este caso, Y = 1. Entonces, si expresamos las funciones F y G en funcién de las anomalias

verdaderas mediante la ecuacién (I1I-74), obtenemos:

F = %[cos(fg—fl) —1]+1,

(II-2)
172 .
§ = ———sin(fo— f1),
\/m <f2 fl)
de donde es posible encontrar un valor para la velocidad mediante:
v, = “‘gﬁl (TT1-3)

siempre que G # 0. Entonces, si estimamos P en las ecuaciones (II1-2), podemos calcular un
valor para vy mediante la ecuacién (I11-3), y con los vectores r1 y vi encontrar una estimacion

r, para ty. Con esta nueva estimacion es posible recalcular el coseno del angulo entre ry y rh:

r) e r,

cos'(fo — f1) = (I11-4)

1Y

Si comparamos este nuevo valor con el calculado en la ecuacién (I1I-1), podemos ajustar el

valor de P en:
AP = cos(fa — f1) —cos'(fa — f1). (IT1-5)

Si repetimos este proceso hasta que AP = 0 obtendremos un valor definitivo para vi. Un
punto importante a considerar es que cada vez que se obtiene un nuevo valor de G, para que
sea valido debe tener el mismo signo que la constante Y. Si este no es el caso, la solucion es

falsa y se debe realizar una nueva buisqueda.
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2. El método de Laplace:

Cuando se cuenta con tres observaciones angulares de un objeto es posible encontrar una
orbita preliminar utilizando un método propuesto por Laplace a principios del siglo XIX.

Los datos observacionales son pares de coordenadas eclipticas geocéntricas (A, ) para tres
instantes ty, to, v t3, de tal modo que t; < tg < t3. Cada observacién puede representarse por

un vector unitario (udj, dp, uz) de modo que:
it = (cos Acos B) € 4 (sin Acos ) 7j +sin ¢, (I11-6)

donde &, 4, y ¢ forman un sistema ecliptico geocéntrico [ecuacién (I1-86)]. Utilizando la ecua-

cién (II-85) podemos escribir el radio vector del objeto para un instante dado como:

r=rg+p=rg+ pl, (ITI-7)
y, entonces:
. 4 d,0 G+ he
r = rp+—a+pl
D dt p Y
(ITI-8)
. . d2[) ~ dp bl N
r = r@—i—@u—l—Z&u—l—pu.
Si tomamos k*M = 1, la ecuacién (II-11) es ¥ = —F/r®. Reemplazando en la segunda ecuacién
(IT1-8):
d2p ~ dp : N . r
proal + QEH +pu=—(ry+ 5 (I11-9)

Si aplicamos el triple producto escalar por G X {ie en la ecuacién (II1-9) y utilizamos la ecuacién

(ITI-7) para simplificar, encontramos que:

Loz FURS S [ﬁ x Qe I‘é}
p{uxuou}:—({uxuor@}erg). (III-10)
Esta ultima ecuacién es de la forma:
By
p:Bl +F, (111—11)
donde: . .
By = —w By = —ﬁA - ﬁ;.r-; (IMI-12)
axuaen axiuel
Una segunda relaciéon se obtiene de la ley del coseno:
=12 +p"+2p(hery). (I11-13)
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El problema se reduce a resolver iterativamente para p y r las ecuaciones (I1I-11) y (III-13)
para el instante ty, lo que implica el conocimiento de los escalares By y By que dependen de
las posiciones observadas y de rg.

Como la posicion de la Tierra es conocida el valor de rg también es conocido, por lo que
s6lo necesitamos los valores de 1 y a para encontrar By y Bs. Dado que estamos considerando
que k2M = 1, los intervalos entre la observacién del medio y la primera, y entre la del medio y
la ultima son 71 = k(t; —to) y 73 = k(t3 —to), respectivamente. Entonces podemos desarrollar

en serie de Taylor los vectores unitarios u; y us:

-~ ~ X 1.%
Uy = U+ g7 + UpTy + - -,
(I11-14)
~ ~ X 1.%
Uz = Up + Up7s+ §u07'32 + -

Si las observaciones no estan muy separadas en el tiempo, podemos truncar los desarrollos

para incluir los términos hasta el segundo grado en 7, lo que puede escribirse como:

~ ~ o X 1.2 2
u; —Up = Up71 + 5UoT7q,

(I11-15)

~ ~ X 1.2 9
Uz —Up = Up73 + 5UpT3.

Como dp, Ui, Us, 71, y 73 son conocidas, es posible utilizar las ecuaciones (III-15) para
encontrar y o y resolver By y Bs. Si se dispone de més observaciones es posible considerar
mé&s términos en las ecuaciones (I1I-14) y lograr mayor exactitud en la determinacién de o
y lfO

Luego de encontrar ro mediante la ecuacion (II1-7) necesitamos alguna forma de obtener
', para lo cual se requiere conocer dpg/dt. Este valor se puede obtener multiplicando la

segunda ecuacién (ITI-8) [o la ecuacién (I11-9)] por e(i x 11):

23? [ﬁoﬁxﬁ}:—([féoﬁxﬁ]%—W), (I11-16)

donde las cantidades entre corchetes y el valor de ry son conocidos para t = 0, por lo cual
puede calcularse el valor de dpy/dt y utilizar la primera ecuacién (III-8) para encontrar ry.
Conocido este valor, se puede utilizar el procedimiento detallado en la unidad II, seccién 7,
para encontrar los elementos orbitales de una oérbita preliminar.

Por 1ltimo, es importante mencionar que hay algunos casos donde tres observaciones no
son suficientes para obtener una oOrbita preliminar. Por ejemplo, supongamos que la orbita

real tenga ¢ = 0° y por lo tanto no es necesario determinar €2, reduciendo los elementos
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a determinar a solo cuatro. Lamentablemente, en este caso todas las latitudes eclipticas son
8 = 0°, s6lo nos quedaran las tres longitudes eclipticas y una latitud ecliptica, y necesitaremos

dos observaciones mas para definir la érbita.

3. El método de Gauss:

El método de Laplace que vimos en la seccion anterior provee una oOrbita que se ajusta
exactamente a la observacion central. En el método de Gauss que veremos ahora se obtiene
una érbita que ajusta exactamente a dos observaciones.

Sean ry, ra, v r3 las posiciones del objeto en los instantes t1, t9, y t3 dadas en coordenadas
eclipticas heliocéntricas. Como el movimento se realiza en un plano, uno cualquiera de estos
vectores es combinacion lineal de los otros dos. Entonces, asumiendo que los vectores no son
colineales, tenemos:

I's = 1T + 33, (111-17)

donde ¢; y ¢3 son constantes. Utilizando las ecuaciones (III-7) y (III-8), podemos escribir:
Clpllfl -+ C3p31i3 — pgliz = I’@Sz — Clrél — 631‘53, (III—18>

donde uj, Us, y Uz son vectores unitarios eclipticos geocéntricos en direccién a las observa-
ciones, y r'g,, I'e,, ¥ I'es corresponden a las posiciones eclipticas heliocéntricas de la Tierra
para los tres instantes. A partir de ésta ultima ecuacion, si los valores de las constantes ¢; y
c3 se conocen es posible resolver las ecuaciones para cada componente y encontrar pi, ps v ps.

Tomando el producto vectorial de ry y r3 por la ecuacién (I1I-17) tenemos:
Iy X Iy = C3r7 X Iz Iy X Iz = C;I7 X I, (I11-19)

pero |r1 Xr3|, |[raXr3| y [r1 Xr3| es el doble de las dreas triangulares formadas por esos vectores,
respectivamente. Ademads, como ry, ry, y rz son coplanares, estos productos vectoriales son

colineales. Entonces, podemos escribir:

[r1,72] = |r1 X I3 [r1, 73] = |r1 X r3] [ro, 73] = |r2 X r3|, (111-20)
y:
SO 15 O T 1 (IT1-21)
[7’1,7“3] [7’177“3]

Para encontrar ¢; y c3 Gauss propuso utilizar las relaciones entre los sectores elipticos y

los tridngulos respectivos. Si indicamos con (rq,72), (r1,73), ¥ (r2,73) los sectores elipticos
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delimitados por esos radios, las relaciones sector tridngulo son:

7= (7’2,7“3) T = (7“177“3) 7 = (7“1,7’2)’ (HI—22)
[7’2, 7“3] [7“1,7’3] [7“1,7”2]
y podemos escribir:

~ (ro,m3) T  (ts—t) 72

€ = = = =

g (r,73) (ts —t1) T
(I11-23)

() R (-t

cg = — = - 7=

vz (r1,73) (ts —t1) 3

Los ultimos términos en la ecuacién (I1I-23) provienen de la segunda Ley de Kepler. Para
encontrar los valores de ¢; y ¢3 debo calcular primero los valores para las relaciones entre los

sectores elipticos y los tridngulos respectivos . Para 73 tenemos:

. (7"177”2) |ﬂ X I"1‘
= = to —t1).
Bl T e

Utilizando ry = Fior1 + Gio ;) para reemplazar r; y simplificando obtenemos que:

_ (ta—t)
= 7 111-24
Y G ( )

Como se puede expresar Gjo en funcién de ri truncando la ecuacién (I1-78) para exponentes

w

mayores que 3, podemos obtener valores para los 7, y para los ¢; y ¢3, conociendo sélo
las posiciones mediante un proceso iterativo. Partiendo de valores iniciales para c¢; y c3, se
resuelve la ecuacién (I11-18) en sus componentes para encontrar py, ps y ps. A partir de estos
valores se encuentran las distancias heliocéntricas mediante la ecuaciéon (III-7), y utilizando
las ecuaciones (I1I-23) y (III-24) se obtienen nuevos valores para ¢; y c3. Para obtener los
valores iniciales de estas constantes podemos asumir en una primera aproximacién que s /g7 =

72/73 = 1 y entonces:

(ts —t2) o (ta —t1)
(t3 — t1) P (ts—t)
Finalmente, conocidos los valores para dos radios heliocéntricos se puede aplicar el método

(111-25)

Ccl =
de Herrick y Liu para encontrar uno de los dos vectores de velocidad y determinar la érbita.

4. La relacion entre las areas del sector orbital y el
triangulo:

La ecuacion (I11-24) para calcular la relacion entre las dreas del sector eliptico y el tridngulo

utiliza la funcion G cuyo valor se obtiene en este caso de una serie truncada para grados
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superiores al tercero. En lugar de utilizar esta expresién aproximada es posible obtener valores
para 7 mediante el uso de una serie hipergeométrica.
Si conocemos los radios rg y 71 y el angulo entre ellos Af = f; — fy, por definicién tenemos
que:
(7“0, 7’1) ‘I‘?) X I'.()‘

7= S t —to), 111-26
el |r0><r1\(1 0) ( )

lo cual se puede escribir como:

hti—t))  VGMP(t —t))  VPAt

rorisin Af  rorisinAf  rerisin Af’

7= (I11-27)

donde se asume que GM = 1y At = k(t; — to). Si en principio asumimos que la drbita es

eliptica, utilizando las ecuaciones (1I-18) y (II-35) se puede escribir:

il - ()
/7 cos (é) — Ja(l—e)cos (g) , (IT1-28)

t—T
( >: FE —esin E.

a3/? _

Si multiplicamos la primera y la segunda de las ecuaciones (I11-28) aplicadas a t; y to, respec-
tivamente, y restamos el producto de las aplicadas a ty y t;; multiplicamos entre si la primera

aplicada a ty y t;, multiplicamos entre si la segunda aplicada a ¢y y ¢;, y sumamos, se obtiene:

E E
V/Tor1 sin <J;1—J;°> - Va Psin<21—20>,
(111-29)
E E E E
\/Tor1 COs (J;l - J;O> = acos (21 — 20> — ae cos <21 + 20) :
Si recordamos que r = a(1 — ecos E), también podemos escribir:
E E E E
ro + 11 = 2a — 2ae cos (21 — 20> cos (21 + 20> , (I11-30)

que permite eliminar e cos[(E; + Ey)/2] de la segunda ecuacion (I11-29):

E, E
ro + 11 — 24/ror1 cOS <J;1 — J;O) cos (21 — 20) = 2asin® (2 — 2) . (111-31)

Por otra parte, aplicando a ¢y y ¢; la tltima ecuacién (III-28), se obtiene:

At . (B Ey | Eo
CL3/2_(E1_EO)_2GSID(2_2)C08<2+2>7
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de donde es posible eliminar e cos[(E; + Fy)/2] usando una vez mas la ecuacién (I11-30):

At ‘ Vror . (Er - Eo Ji Jo
= 2(Ey — Ey) —sin(Fy — Ey) + 2 _—sin <2 - 2) cos |5 =5 | (111-32)

También se puede reemplazar /P en la ecuacién (I11-27) utilizando la primera ecuacién (I11-

29):
At

2y/a,/rory cos ( ) sin (b;l — %) ’

que permite eliminar a de las ecuaciones (I1I-31) y (III-32) para obtener:

ro + 11 — 24/Tor1 COS <J;1 fo) <1—23n (ZI_ZO)> — (At)?

2y2ror; cos? (f1 — %) ’

7= (111-33)

873 (ror1)%/? cos (fl — %) sin® (% _ @)
(a7

87%(ror1)/? cos (f — f—;) sin® (% _ @)

= (El — Eo) — sin(E1 — EO) +

(At)? |
(I11-34)
Si definimos:
(At)Q To + 11 1
¢ = h_ by 77 L)y 2
(2 cos (§ = 3 dyrreos (4 = %) 2
podemos escribir las ecuaciones (I11-34) como:
Ey — Ey —sin(E; — E
yQ — - ngl EO , yf} _ ?2 — gb( 1 30 Elsln(Eol 0)) . (111_35>
cr+sm<4—j) 8111(2—7)

Para resolver las ecuaciones (I11-35), Gauss encontré que podia expresar la segunda de esas

ecuaciones como §° — % = 4¢Q(F; — Fy)/3, donde:

Q(0) = 2 [681;:1(119(;)] : (111-36)

Si ahora definimos que:

n:sin2<9>:1(1— 1—Sin20),
4 2 2

para 6 = Fy — Ej, podemos considerar que Q es funcién de k. Si diferenciamos Q y reacomo-

dando encontramos que:
21— 0% L1 - 2m)0 =1
— K — K =
3 dk ’
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la cual puede ser resuelta en potencias de x e integrada término a término. El resultado es

que Q puede expresarse mediante una serie hipergeométrica:

Qk) = F (1, 3, Z; H) : (111-37)
donde: b (a+1)b(b+ 1)
F(a,b,c;x)zl—i-acx—i—aac(c+1)2! 2
Ademas, es posible encontrar una solucion analitica si 0 < k < 0,5:
= 136(& — K2)73/2 {2(2/4; — 1)(k — £*)Y2 + arcsin(2k — 1) + ;T] : (I11-38)
ysik <0
Q= 136(/@2 — k)72 [2(1 = 26) (57 — K)2 = In{1 = 2 + 2(s* — K)"/?}] . (I11-39)

La serie no es eficiente para |k| > 0,025, y las expresiones analiticas no son eficientes para s
cercana a cero. Por otras parte, al permitir que k sea negativo permite utilizar las ecuaciones
(ITI-35) tanto para érbitas elipticas como hiperbdlicas.

Para resolver las ecuaciones (I11-35) hay que partir de una estimacién para g e iterar con:

K= — — 0,

(111-40)

|

I

.

+
VN
YRS
N———
| W~

O

=

Un buen valor inicial es 5 = 1.

5. El método de Gauss - Encke - Merton:

Al intentar determinar una orbita mediante el método de Gauss se debe trabajar con
tres ecuaciones como la (III-18), una para cada componente, para encontrar las distancias
geocéntricas para los instantes de las tres observaciones. Lamentablemente, estas ecuaciones
estan mal condicionadas y es conveniente realizar una transformaciéon geométrica para facilitar
el célculo.

La transformacion fue propuesta por Cunningham en 1946. Se introducen ejes geocéntricos
ortogonales (£/,1/,¢’) de tal forma que el eje & apunte a la primer observacién (& = uy) y

que la direccién a la tercera observacién (us) corte el eje n'. Por lo tanto:

75/ _ Lfl X (Lfg X lil) _ Lf3 — lil(lig .li1>
|y X (W3 x )| 1 — (U3 ety )2

Y
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é/ — g/ x ,r']‘/'
Las componentes de los vectores unitarios uy, Uz, y Uz en el sistema de coordenadas trans-
formado se encuentran calculando los productos escalares de esos vectores con los vectores
é’ 0Ly f . Debido a la transformacion la segunda y tercera componente de u; y la tercera
componente de uz son cero. Entonces, la ecuacién (III-18) para la tercera componente serd
simplemente:
—po(Uy @ é’) = Zg, — C12@, — (3%, (111-41)

de donde se puede encontrar p,. De la ecuacion para la segunda componente se obtiene:

_ pa(uz e ) = C1¥en + Yo, — C3las

s , (I11-42)
c3(dz e ')
y de la ecuacion para la primera componente:
oy = pa(uz @ &) — cyps(tiy @ &) — 1, + e, — C3%as (I11-43)

C1
Si modificamos el método de Gauss para incluir el calculo directo de la relacién entre las
areas del sector eliptico y tridngulo, y aplicamos la transformacién geométrica propuesta por
Cunningham obtenemos el método de Gauss - Encke - Merton. Si partimos de valores iniciales
para c¢; y ¢z obtenidos mediante las ecuaciones (I11-24), se resuelven las ecuaciones (I11-41),
(I11-42) y (I11-43) para encontrar pi, ps v ps. A partir de estos valores se encuentran las
distancias heliocéntricas mediante la ecuacién (III-7), y utilizando las ecuaciones (I1I-40) se
obtienen nuevos valores para ¥i, ¥z, € ¥3. Por tultimo, se recalculan los valores de ¢; y c3
mediante las ecuaciones (I1I-23) y se itera nuevamente hasta la convergencia.

Una vez que se conocen los valores de 7, p, v las distancias heliocéntricas se puede utilizar
el método de Herrick y Liu para encontrar uno de los vectores de velocidad o calcularla direc-
tamente mediante las funciones F y G y la ecuacién (I11-3). En este ltimo caso, considerando
las dos primeras posiciones, tenemos que:

v = ry — .7:121'1'
G2
La funcién F se obtiene de la ecuacién (II-75):
Fio = :1 [cos(Ey — Fy) —1]4+1=1— flasim2 <E22 - E;) :
pero de la ecuacién (I11-31) y la primera (I11-34) tenemos que:
a sin? (EQ — El> — F2(ty — 11)”

2 2/ 47321119 COS? (% — %) ’
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donde 2,/rir5 cos[(fa — f1)/2] = \/2(7“17’2 + r; er3). Entonces:
k2 (ty — t1)?

(rirg+ry @ I“_é)%zﬁ ’

Fro=1-

y, de la ecuacién (I11-24):

G, - 221

Y3

6. El método de Moulton - Vaisala - Cunningham:

Este método no utiliza la ecuacion (III-18) ni la relacién entre las dreas del sector eliptico
y el tridngulo, sino que se basa en la descomposicién de los vectores mediante las funciones
Fyg.

Si expresamos los vectores ry y r3 en funcién del vector ra mediante las funciones F y G,

y escribimos los tres vectores de posicién en el formato usado en la ecuacién (I11-7), tenemos:

Forra + Gova =rg, + p1uy, ]
I3 = Tg, + pouz, (111-44)
Fosra + GogVa = rg, + psus. |

Utilizando estas expresiones se puede escribir la ecuacién (I1I-17) como:
r2 = 1 (FaiT2 + Ga1V2) + c3(Fasra + Gosva),
que luego de multiplicar por Xva y por ry X resulta en:
1 =1 Fo + c3Fas, 0 = 1921 + ¢3G2s,

de donde podemos obtener ¢; y cs:

Gas
F21Ga3 — Go1Fa3’

Ccl =

(111-45)
o g21
F21g23 - g21f23.

Si aplicamos la transformacion de Cunningham, explicada para el método de Gauss - Encke

C3 =

- Merton, a las ecuaciones (I11-44) los componentes de los vectores de posicién son:

‘legé + gzlvgé = Ty, =+ p1,
‘/T_‘ané + g21U77§ = Y&, (111‘46)
leCé + ngvCé = Z®,
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),
), (I11-47)

)

Fozlh 4 Gogv€y = way + ps(tiz @ &'
° ﬁ’

& =aa, + pa(tz e

My =Yg, + p2(dz @7/

Gy = Zg, + pa(Uz e’
Fasny + Gogvny = Y, + p3(Us
Fo3Cl + GogvCh = za,.

Donde las componentes de ¥y y Vo luego de la transformacion son (&5, 175, () y (v€), vny, v(}),

),

) (I11-48)

respectivamente.

Por otra parte, si combinamos las ecuaciones (I11-41) y (I11-45), se obtiene:

B 1 Ga3za, — Go12a,
P2 =~ 7 (%o — :
us e (/ F21G23 — Ga1Fa3

El proceso de calculo se inicia a partir de un valor aproximado para ps, el cual permite calcular

(I11-49)

ra mediante la segunda ecuacién (I111-44). Conocido r3, se obtienen valores para Fo1, Fa3, Goi,

y Gos mediante las series (II-78) truncadas para exponentes superiores al tercero. Luego se

calcula la componente v} obteniendo la media de la tercera ecuacién (II1I-46) y la tercera
ecuacion (I11-48):

o() = (Z@g — Fa3(y Zo, — Fa1( (ts — t2)> 1 ‘

Ga3 Go1 (t1 —t2) + (t3 — t2)

Las restantes componentes de la velocidad se obtienen resolviendo sucesivamente la segunda

(t —t2) + (I11-50)

ecuacion (I11-46), la segunda ecuacion (I11-48), y la primera ecuacién (I11-48). Como ahora
conozco tanto ry como v, puedo utilizar las funciones F y G (no las aproximaciones por
series) para recalcular Fay, Faog, Go1, ¥ Gos, oObtener nuevas aproximaciones para po [utilizando
la ecuacién (I11-49)], y para la componente ¢, [mediante la ltima ecuacion (I11-47)]. A partir
de este punto se recalcula v(} y se itera hasta la convergencia.

Tanto en el método de Gauss - Encke - Merton como en el de Moulton - Vaisala - Cun-
ningham es posible que durante el calculo aparezcan distancias geocéntricas negativas si el
valor inicial no es muy bueno o si las tres posiciones consideradas se encuentran sobre un
circulo méximo (uy e {r - 0). En el primer caso es posible elegir un valor inicial diferente o
simplemente tomar el valor absoluto de la distancia geocéntrica negativa y seguir el proceso
de célculo.

Por 1ltimo, en cuanto se tenga una estimacion de las distancias geocéntricas resulta nece-
sario en ambos métodos corregir por aberracion planetaria los tiempos, restando At[dz{as] =
0,005768 p[U A], y desde un principio aplicar una correccién topocéntrica a las observaciones

para reducirlas al centro de la Tierra.
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7. El método de Vaisala para dos observaciones:

Si se cuenta unicamente con dos observaciones del objeto es imposible determinar las
seis constantes que definen la dérbita. Si nos vemos obligados a efectuar el calculo sélo con
esta informacién debemos incluir algunas suposiciones sobre el movimiento del objeto que
compensen de algin modo la observacion faltante. Como usualmente no es posible confirmar
nuestras suposiciones sin observaciones adicionales es muy posible que la érbita calculada de
este modo se aleje significativamente de la realidad. De todas maneras, este tipo de calculo
es 1til para interpolar o extrapolar posiciones y para detectar datos erroneos.

L Qué podemos asumir para compensar la falta de una tercera observacién?. En principio
podemos suponer que la orbita del objeto es circular. En este caso, no estan definida la
excentricidad y el argumento del perihelio por lo que podemos utilizar las dos observaciones
para obtener los restantes cuatro elementos (a, ¢, Q, y 7). El problema fundamental en esta
situacion es que frecuentemente no es posible satisfacer con dos posiciones una érbita circular
y el célculo nunca converge.

Otra posibilidad es asumir que la orbita es eliptica asignando un valor a dos elementos
cualquiera en forma arbitraria. Si bien esta 6rbita asumida no presenta ninguna ventaja para
la identificacion posterior del objeto respecto de la 6rbita circular, frecuentemente es més facil
calcularla debido a que existen mas posibilidades de eleccién sobre qué elementos se definen
a priori.

En 1939 Vaisala propone un método donde se asume que el objeto en la segunda observa-
cién se encuentra en el PERIHELIO de su dérbita. Asumir esta condicion es razonable porque
en general los objetos débiles se descubren cuando se encuentran préximos al perihelio de
su 6rbita y es mas facil detectarlos. La segunda condicién arbitraria se obtiene eligiendo la
distancia geocéntrica en el momento de la segunda observacion.

Si escribimos los vectores de posicion heliocéntricos para ambos instantes, segin la ecuacién
(ITI-7) tenemos:

ry = Tg, +pity,
(III-51)
I'_é = rﬂ_ﬂ'z + p2u’\2‘
Como se asume pg, el valor de ry también se conoce. Si ahora expresamos el vector ry en

funcién de ry utilizando las funciones F y G tenemos que:

r; = Fra + Gva, (IT1-52)
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la distancia geocéntrica para la primera observacion sera:
pll,fl =r; —rg, = fl'z + sz — I'g,q, (III—53)

donde los valores para F y G los podemos obtener de las series dadas en las ecuaciones (11-78),
pero como se asume que el objeto estd en el perihelio, tenemos que dry/dt = 0 y las series son
EXACTAS en este caso. Si multiplicamos escalarmente la ecuacién (I1I-53) por r3, dado que

ry ® Vo = rodry/dt = 0, tenemos que:

Fra—rg, o1

P1 = ~ S
U oIo

Al conocer p; podemos obtener un valor para r; mediante la primera ecuacién (I1I-51), y
encontrar vz mediante la ecuacién (I11-52). Conocidos ra y vz podemos calcular los elementos
orbitales.

Como el calculo es bastante simple, generalmente se realiza para un intervalo de distancias
geocéntricas [po]min < p2 < [p2lmaz, 10 que permite definir un rango de variacién para los ele-
mentos orbitales y, por lo tanto, un drea en el cielo donde la posibilidad de encontrar al objeto
en el futuro es alta. Este tipo de calculo también permite identificar nuevas observaciones de
un objeto dado o posiciones discordantes o con demasiado error para ser ttiles de un modo

rapido.

8. El Método de Herget:

Los métodos de Laplace y Gauss pueden lograr que las tres observaciones utilizadas se
satisfagan aceptablemente, pero en general muestran una diferencia notoria al considerar
una cuarta posicion. Esto se debe a la existencia de errores observacionales que pueden ser
minimizados si se trabaja con varias observaciones para encontrar la érbita. Para resolver este
problema, Herget propuso un método que logra un compromiso satisfaciendo exactamente dos
observaciones y minimizando los residuos de las restantes mediante minimos cuadrados.

Consideremos un conjunto de n observaciones (\;, 5;) para los instantes t;, i = 1,2, -+ n,

los cuales no deben respetar un orden especial. Entonces:

I‘_i = N ljsl + rEEla
r2 = paUz +rg,,
(I11-54)
rn_il = Pn-1 ur;fl + r@:—m
r_r; = Pn U, + rﬂ_gn'
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Si se pretende ajustar exactamente las observaciones para, digamos, t; y t,, el proceso debera
iterar sobre los valores de p; y p, que, una vez encontrados, permitirdn calcular ry y rp.
Como es posible encontrar la velocidad en el instante ¢; utilizando el método de Herrick y
Liu, podemos usar las funciones F y G para obtener los valores r; = r(¢;) para los restan-
tes instantes. Estos valores calculados pueden presentar inconsistencias al sustituirlos en la

ecuacion (I1I-54). Para cuantificar estas inconsistencias vamos a introducir los vectores:

A = (—sin A, cos A, 0),

B i=2.3, - n—1, (I11-55)
D; = (—sin f; cos \;, — sin f; sin \;, cos 3;),

que para cada instante forma un conjunto ortogonal con dj. Si ahora definimos:

P = Pp1,pn) = (Ti—1g, &i’ ;
(pl p) (I' r ,)‘ ] 7/22737”'7”_17 (III—56>

®
Qi - Qi(phpn) - (ﬂ_réi>.Di7

las cuales deberian ser todas cero para observaciones precisas y una orbita exacta. Entonces,
el problema se reduce a encontrar valores de p; y p, para los cuales los residuos sean lo mas
pequenos posible y, ademas, se distribuyan de un modo estadisticamente razonable.

Si asumimos que los valores correctos son p; y p,, vy encontramos aproximaciones pj y
p; por alguno de los métodos explicados con anterioridad, las correcciones necesarias para
obtener los valores correctos son Apy = p1 — pi v Apn, = pn — p}, por lo que idealmente

tendremos:
Pi(pi + Ap1, p, + Apn) = 0,

Qi(p1 + Apr, py, +Ap,) = 0,

Los valores para Ap; v Ap, se obtienen desarrollando P; y (); mediante series de Taylor

i=23,n—1. (111-57)

despreciando terminos cruzados y de segundo grado en adelante:

OP; oP;
Pipi,ph) + =—A “Ap, = 0,
(p1s ) + op, B! + op,
=23, ,n—1, (I11-58)
0Q; 0Q;
7 *7 , A A n = 0’
Qi(p1, ) + o, 1 + o P
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donde las derivadas parciales pueden encontrarse mediante las aproximaciones usuales:

P~ Pi(p1 + A, pn) — Pi(pr — A, pn) ]
o1 2A ’
or;, Pi(p17pn+A>_Pi(pl,,On—A)
8pn - 2A s

i=23-.n—1, (I11-59)

0Q: Qi(p1 + A, pu) — Qilp1 — A, py)
o oA ’

12

Qi Qi(p1, pn + A) — Qi(p1, pn — A)
Gpn 2A .

con un error del orden de A3. Herget sugerfa A = 0,1, con valores menores si las distancias
geocéntricas son pequenas, pero efectuando los célculos en doble precision es suficiente utilizar
A = 0,001 para la mayoria de los casos.

Las ecuaciones (III-58) para las n — 2 observaciones pueden escribirse como:

by + anlApy + anlp, = 0,

by + a1 Apy + axplp, = 0,
2 21 0.1 2283 | (HI—GO)

| Ok + amApy + aAp, = 0,

para k = 2n — 4. Estas ecuaciones de condicion no tienen solucién debido a que las observa-
ciones no son precisas y la érbita no es exacta. Entonces, cada ecuacién (I11-60) tendra un

residuo:
(bi(Aplu Apn) = bz -+ ailA,Ol -+ aigApn, 1= 1, ey, k. (III—61>

Para encontrar los mejores Ap; v Ap,, debemos minimizar la suma de los cuadrados de los

residuos dados por la ecuacion (III-61). Sea:

»? =

-

s
Il
—

(I)<Ap17 A,On) =
(I11-62)
(b; + ainApy + aiQApn)2-

Il
M»

s
Il
—

Para minimizar esta expresién debemos igualar a cero las derivadas parciales de ® respecto

de Apy y Ap,, y obtener las ecuaciones normales:
Z aﬂbi + Apl Z a?l + A,On Z ;152 = 0,
(111-63)
Z ainb; + Apy Z a1 + Apy Z az =0,
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de donde pueden calcularse las correcciones Ap; v Ap,, que minimizan el ajuste.
Los valores definitivos se obtienen repitiendo todo el proceso hasta que las diferencias entre
un paso y el siguiente sean despreciables. Conocidos p; y p,, se puede obtener la velocidad

para un de esos instantes mediante el método de Herrick y Liu.
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